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Exercice 1.
Soit ¢ et a > 0 deux constantes réelles, et uy une fonction définie sur R, de
classe C, et & valeurs strictement positives. Résoudre 1'équation d’advection

Ou(zw,t) + cOpu(x,t) = —au?(z,t), Vo € R, Vit >0,
u(z,0) = ug(x), Vo € R,

a l'aide de la méthode des caractéristiques.

Corrigé succinct. Les caractéristiques sont données ici par les droites
X(t) = x* + ¢(t — t*) pour tout couple (z*,t*). On vérifie facilement que
le long de ces caractéristiques, la solution de I’équation considérée vérifie
I’équation différentielle ordinaire

d
En divisant par —u?(X(t),t) et en intégrant entre t = 0 et ¢ = t*, on obtient

donc
1 1 .
— =at

u(X(t%), %) uo(X(0))

ce qui donne finalement

- ug(z” — ct”)
t) = .
u@’,t’) 1+ atug(x* — ct*)

La solution est donc donnée par

uo(z — ct)
t) = .
u(z,?) 1+ atug(x — ct)
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Exercice 2.

Soit une constante ¢ strictement positive et uy une fonction définie sur R,
réguliere, bornée et dont toutes les dérivées sont également bornées. On
considere 1’équation d’advection

Owu(x,t) + cOpu(z,t) =0, Ve € R, Vt >0, (1)
u(z,0) = up(x), Vo € R.

En utilisant des notations habituelles, on pose u? = up(x;) pour tout j € Z
et on considere le schéma aux différences finies de Lax-Friedrichs

n+1 n n

n _n
j Uiy — Uj_y

+c =0

2At 2Ax

pour tout j € Z et tout n € N.

0) Rappeler I'expression de la solution du systeme (1).

1) Donner la définition de I'erreur de consistance du schéma de Lax-Friedrichs.
2) En utilisant des développements de Taylor, mesurer cette erreur de con-
sistance.

3) Le schéma de Lax-Friedrichs est-il consistant sans condition sur les pas
d’espace Az et de temps At 7 Expliquer.

4) On suppose a partir de cette question que le pas de temps At est choisi
de la forme At = AMAx pour une constante \ a préciser. Le schéma de Lax-
Friedrichs est-il consistant et si oui a quel ordre en temps et en espace ?

5) Montrer que le schéma de Lax-Friedrichs peut s’écrire sous la forme

n+1

U;

— n n n
= auj_; + ful +yujy.

On précisera les coefficients a, f et 7. De quelle quantité dépendent ces
coefficients ?

6) Calculer la somme des coefficients «, § et 7. Donner une condition pour
que ces trois coefficients soient positifs.

7) Montrer que sous cette condition, le schéma de Lax-Friedrichs est stable
en norme L*°, c’est-a-dire qu’il existe une constante M > 0 telle que pour

tout n et tout 7,
uj| < M.

On exprimera la constante M en fonction de la donnée initiale.
8) Montrer la convergence du schéma de Lax-Friedrichs en utilisant les résultats
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précédents (mais sans vous contenter d’utiliser le théoreme de Lax).

Corrigé succinct.
0) La solution est donnée par u(x,t) = uo(z — ct).
1) L’erreur de consistance €] est définie par

n_ 2u(ag ") — (@, 1) — u(zig, 1) LM, 1) —ul@i, )
J 2At 2Ax

ol u est la solution exacte de ’équation.
2) Des calculs simples montrent qu’il existe t;, 2!, 22, 2, z* tels que

At Az?

;1 atu(xya t1) —

—— (2 u(z, ") + 02 u(2? 1)) +

A ? 3 n 3 4 n
3) On voit que lerreur de consistance ne tend pas forcément vers 0 lorsque
At et Az tendent vers 0. Il faut supposer en plus que le rapport Az?/At
tend vers 0.
4) Sous 'hypothese At = MAz, il est ainsi clair que le schéma est consistant
a lordre 1 en temps et en espace (le rapport Ax?/At tend clairement vers 0
sous cette hypothese).
5) Les coefficients sont donnés par

1 1
=s(1+ch), B=0, y=5(1-cA).
2 2
Ces coefficients ne dépendent que de la quantité cA.
6) La somme des coefficients vaut 1 et ils sont tous positifs sous la condition
CFL

At
cA=c— < 1.
Az
7) Comme la mise a jour u?“ est une combinaison convexe de u}_;, uj, et

u?,; sous la condition CFL, il vient tout de suite
|ul 1] < max |u]]
j
pour tout n et pour tout j. On en déduit donc que pour tout n > 0 et pour

tout j
[} < max|ufl,
J



¢’est-a-dire, puisque u? = uo(z;),
[t [|oe < [Juo] -

8) On commence par définir Uerreur e} = u} — u(x;,t"). Cette erreur vérifie
I’équation

ntl _ _n _ _n n  _ ,n
2¢;] efg —€j N CejJrl €1 _ o
2A¢t 2Ax 7
ou encore
n+l __ n n _ n
eit = el +yejy — Atel.

On obtient ainsi
e/ = []e"]]oo + Atle]].

D’apres la question 2) et la régularité de la solution, il existe une constante
C > 0 telle que
e < C(At + Ax)

ce qui entraine

| = [[e"]]oo + CAHAL + A)

puis

€] = 11" | + CnAH(AL + Az)

c¢’est-a-dire, puisque ug = uo(z;),
lle"]|oc = CnAt(At + Ax).
Pour tout temps T tel que nAt < T', on a donc
lle" || = CT (At + Ax).

Le schéma est donc bien convergent puisque l'erreur tend vers 0 avec At et
Ax.



