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Questions de cours.
1) Montrer que la distribution de Dirac δ0 n’appartient pas à L2(−1, 1).
2) Montrer que l’application L2(Ω)→ D′(Ω) qui à toute fonction f de L2(Ω)
associe sa distribution Tf de D′(Ω) définie par

Tf (φ) =

∫
Ω

fφ, ∀ φ ∈ D(Ω),

est injective.

Exercice.
Soit Ω =]a, b[, (a < b). Soit c une fonction positive, définie et continue sur
[a, b] et f ∈ L2(]a, b[). On se donne également deux réels α et β avec α ≥ 0.
On se propose d’étudier le problème aux limites (P) qui consiste à trouver u
solution de {

−u′′(x) + c(x)u(x) = f(x), ∀x ∈ Ω,
u(a) = 0, αu(b) + u′(b) = β.

Soit V le sous-espace de H1(Ω) défini par

V = {v ∈ H1(Ω), v(a) = 0}.

1) Expliquer pourquoi cela a un sens d’imposer la valeur en a d’une fonction
de H1(Ω).
2) Montrer que V est un espace de Hilbert pour la norme induite par celle
de H1(Ω).
3) Montrer que V est aussi un espace de Hilbert pour la norme issue du
produit scalaire défini par

(u, v)V =

∫ b

a

u′(x)v′(x)dx.
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4) Ecrire la formulation variationnelle du problème (P ).
5) Montrer qu’elle admet une unique solution dans V .
6) Montrer que cette solution est solution de (P ) dans un sens à définir.
7) On suppose dans cette question que c = 0 et Ω =]0, 1[. Montrer que pour
α = −1, le problème est mal posé, ce qui justifie l’hypothèse α ≥ 0 de départ.
8) Peut-on affaiblir l’hypothèse c ≥ 0?
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