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Question de cours.
Enoncer et démontrer le lemme de Céa.

Exercice 1
On rappelle que

H2
0 (]0, 1[) = {v ∈ H2(]0, 1[), v(0) = v(1) = v′(1) = v′(0)}

et que cet ensemble est un espace de Hilbert pour la semi-norme

|v|H2
0
=

√∫ 1

0

(v′′(x))2dx

qui est équivalente (sur H2
0 (]0, 1[)) à la norme habituelle sur H2(]0, 1[).

Soit f ∈ L2(]0, 1[) et c ∈ C([0, 1]). On s’intéresse au problème suivant :
u′′′′(x) + cu(x) = f(x), 0 < x < 1,
u(0) = 0, u(1) = 0,
u′(0) = 0, u′(1) = 0,

(1)

1) En supposant que u ∈ H4(]0, 1[), donner la formulation variationnelle de ce problème
telle que la forme bilinéaire associée fasse intervenir des dérivées d’ordre 2 uniquement.
2) Montrer que cette formulation admet une unique solution sous de bonnes hypothèses
sur c que l’on précisera.
3) Montrer que cette solution est solution du problème de départ en un sens à préciser
(on admettra que cette solution est dans H4(]0, 1[)).
4) Exprimer le problème comme un problème de minimisation.

Exercice 2
Résoudre par la méthode des caractéristiques l’équation aux dérivées partielles

∂tu+ c∂xu = u

avec la donnée initiale u(0, x) = u0(x) ∈ C1(R), où c est une constante réelle.
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