Méthodes Numériques pour la Propagation de
Fronts

Niveau M2
C. Chalons (UVSQ)

La rédaction de ces notes s’est fortement inspirée

- du polycopié de cours de 'ENSTA de Hasnaa Zidani et Olivier Bokanowski sur
le méme theme

- du polycopié de cours de Jérome Droniou et Cyril Imbert sur les solutions de
viscosité et les solutions variationnelles pour les EDP non linéaires

- du polycopié de Guy Barles sur les solutions de viscosité et les équations ellip-
tiques du deuxieme ordre

- des notes que j’ai prises lors d’un cours de Chi-Wang Shu lors d’une école CEA-
EDF-INRIA en 2008
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Schémas aux fferences finies Qu schémas
hyperboliques pour la propagation de fronts

C. Chalons
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NoTATIONS UN PREMIER EXEMPLE DE SCHEMA CONVERGENT ~ SCHEMAS AUX DIFFERENCES FINIES POUR UNE EQUATION DE TYPE EIKONALE 1D SCHEMAS AUX DIFFERENCES FINIES POUR UNE EQUAT!

SOLUTION DE VISCOSITE D’ UNE EQUATION DE HAMILTON-JACOBI

On considere I'équation de Hamilton-Jacobi suivante

Fyuy), Vu(y)) =0, YyeQ @
ouQ estun ouvert d®™ (m> 1) et : R™"x R x R™ — R est une fonction continue.

Exemple : équation Eikonale

On cherche une fonctiom= u(X, t) telle que
ou+ ||[Vxul| = 0.

Iciy = (X,t) et
Vu = (Vxu, 6,u)".

L'objectif est maintenant d’énoncer une théoréme généraiothvergence d'une
solution approchée d’'un schéma numérique vers la soluganisgosité de I'équation
de Hamilton-Jacobi (1).

Nous verrons que les hypothéses seront principalemestdié@monotonie, la
stabilité et laconsistancede I'approximation proposée.
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Notarions

NoTATIONS
—> SoitG un maillage régulier d& eth le pas de discrétisation.

Un exemple de maillage po@ c R? : h = (Ax, At)

At

AX
On noterau! I'approximation de la solution en un point courantiu maillage
—> Soit le schéma numérique abstrait défini par les équations

SH.u.u) =0, Vyeg, @)

ouul ~ u(y) etu" est l'interpolée de’), sur la grilleGg
(i.e.1a fonction qui vaud! eny;)



NOTATIONS UN PREMIER EXEMPLE DE SCHEMA CONVERGENT ~SCHEMAS AUX DIFFERENCES FINIES POUR UNE EQUATION DE TYPE EIKONALE 1D SCHEMAS AUX DIFFERENCES FINIES POUR UNE EQUAT

DEFINITIONS

SoitS, : @ x R x C}(Q, R) — R l'opérateur associé au schéma numérique (2). On
suppose qué&, est régulier.
On introduit les définitions suivantes.

Définitions : monotonie, stabilité et consistance

On dit que le schéma numérique (2) est

@ monotonesi et seulement si

S U 1) S (YU p2) Yerzer (I8 @u(y) 2 ¢2(y) VY€ Q)
o stablesi et seulement si" = (uf"), définie par (2) est bornée
indépendamment de

@ consistantsi et seulement si I'égalité suivante est satisfaite poutetéonction
¢ € CHQ,R)

lim Sy, ¢(v). ) = F v, o), V()
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NoTATIONS UN PREMIER EXEMPLE DE SCHEMA CONVERGENT ~ SCHEMAS AUX DIFFERENCES FINIES POUR UNE EQUATION DE TYPE EIKONALE 1D SCHEMAS AUX DIFFERENCES FINIES POUR UNE EQUAT!

THEOREME GENERAL DE CONVERGENCE

Le résultat général de convergence s’énonce alors comine sui
(voir le polycopié pour la démonstration)

Théoréme

On suppose que le principe d'unicité forte est vérifié et giechéma numérique (2)
estmonotone stableet consistant

Alors, 'interpoléeu’ converge uniformément vers I'unique solution de viscogidié
(1) lorsqueh — O (i.e. Lr — u(y;) uniformément et lorsqueh tend vers 0)
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UN PREMIER EXEMPLE DE SCHEMA CONVERGENT

UN PREMIER EXEMPLE DE SCHEMA CONVERGENT

— On s’intéresse a la discrétisation de I'équation Eikondle 1

{ U )+ | du(x,t) =0, xeR, t>0, 3
u(x, 0) = ug(x)

— En reprenant les notations utilisées précédemment, on a ici
y=(x1), F(y.uy), Vu(y)) = duy)+ | dxu(y) |

—> Le pas du maillage sera ndté= (Ax, At), et un point du maillage sera noté
(%, t") avecx; = jAx, t" = nAt, et

u' = uly)) = ux, t).



UN PREMIER EXEMPLE DE SCHEMA CONVERGENT
UN PREMIER EXEMPLE DE SCHEMA CONVERGENT

— On s’intéresse a la discrétisation de I'équation Eikondle 1

U )+ | du(x,t)|=0, xeR, t>0,
u(x, 0) = up(x)

a l'aide du schéma auxftierences finies défini par

uml —yp U —ul u L —u!
] ] ] j-1 J+1 ] H
—— 4+ max ,— =0, Vj, ¥n.
At ¢ AX AX ) J
n+1
Y
n n n
n Yo B QUn
At

AX %
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UN PREMIER EXEMPLE DE SCHEMA CONVERGENT

UN PREMIER EXEMPLE DE SCHEMA CONVERGENT

—> On définit 'opérateufs, en considérant le point courayjt* (%, ™) :

umtt —gn U — "

U u’
+1 n+1 i I i -1 J+1
= + max ,
SO A —e

-
Ly=0, vj, vn.

—> On aalors

U — u(y?) weN - W) - U
+m -

+1 n+1 _
S u") = A ax( = , - |
c'est-a-dire
S(y= D0y =iZ¢Xt=aY,
At
maX(W(X’t —A) —p(X=AXt- Al (X +AXt - Al) — (Xt — At))

AX ’ AX

1154



UN PREMIER EXEMPLE DE SCHEMA CONVERGENT

CONSISTANCE DU SCHEMA

Pour la consistance, on s'intéresse a la limite lordgtend vers 0 de

o(X, 1) — (X, t — At) .

S1(y = (X’ t)’ ‘p(y)’ 90) = At

max(“p(x’t —At) — (X — AX, t = At) (X + AX T — At) — (X, t — At)
AX ’ AX

).

On a donc, puisquk = (Ax, At),

at‘p(xv t) + maX@x(p(X, t)v —6x(ﬁ(X, t))

Orp(X, 1)+ | dxp(x, 1) |
F . o(¥), Ve(y)).

lim Si(y = (%, ), (), ¢)

Le schéma est donc consistant.
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UN PREMIER EXEMPLE DE SCHEMA CONVERGENT

REFORMULATION DE L' OPERATEUR &,

Les propriétés denonotonie et destabilité du schéma proposé s’obtiendront
facilement a partir de la réécriture équivalente suivartéagpérateurs,.

u-—p(xt—At)
Sy =Xt.ug) = ————+
At
Xt — At) — (X — AX, t — At X+ AX,t — At) — (X, t — At
max((’p(’ ) — ¢ : )’_90( +AX ) — (%, ))
AX AX
U— (X t— At X t— At _o(X— A%t —At) @(X+ At — At
_u-¢ ), ¢l ) _ min(? ) ¢+ )
At AX AX AX
U= Taxa(e(., t — At))
- At

avec
Taxat(e(t = At) = (1 — DXt — At) + Amin(p(X — AX, t — At), p(X + AX, t — At))

etd = At
T AX

1354



UN PREMIER EXEMPLE DE SCHEMA CONVERGENT

M ONOTONIE DU SCHEMA

Ona
U — Taxat(p(., t — At))
At

Sy=xtue =
avecd = At/Ax et

Taxat(e(,t = AD)) = (1= (Xt — At) + Amin(p(X — AX, t — At), (X + AX, t — At)).

La propriété de monotonie

S U, 01) S SV U, 02) Vo129 (i.€ @i(y) 2 ¢a(y) VY € Q)

du schéma est donc vérifiée si et seulement si 'opéraiguy estmonotone
croissant

- At
Le schéma est donc monotone sous la condition CRL< A = x <l
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UN PREMIER EXEMPLE DE SCHEMA CONVERGENT

SIABILITE DU SCHEMA
En reprenant les calculs précédents, le schéma

uml —gn n_yn un, —un
i j i j-1 j+1 i
+ max ,— =0
At ( AX AX )

s'écrit aussi
Ut = (1- )4 + Amin (U, uy).

Sous la condition CFL & A < 1, il est clair que
minug < Ut < maxug, V.
Par récurrence, on obtient alors
min wsu< mjaxuﬁ, vj,n.
Sila donnée initialely est bornéerti < up(X) < M V¥x), la suite @j”) I'est donc aussi :
m< mkinuﬁ U< mjaxu‘k’ <M, Vj,n

Le schéma est donc stable sous la condition CRL< 2 < 1 pourvu que la donnée
initiale ug soit bornée. 1554
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PLAN DU cOURs

© ScHEMAS AUX DIFFERENCES FINIES POUR UNE EQUATION DE TYPE EIKONALE 1D
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ScHEMAS AUX DIFFERENCES FINIES POUR UNE EQUATION DE TYPE EIKONALE 1D
SCHEMAS AUX DIFFERENCES FINIES
On s'intéresse a la discrétisation de I'équation de typetzle D suivante
{ ou(x, t) + G(X, ou(x, 1)) =0, Xxe€R, t>0, @
u(x, 0) = up(x)

avec par exempl&(x, dxu(x, t)) = F(X) | dcu(x, t) | (¢quation habituelle).

— En reprenant les notations utilisées précédemment, on a ici

= (%1, Fuly), vuy)) = duy) + G(x, oxu(y))

—> Le pas du maillage sera ndté= (Ax, At), et un point du maillage sera noté
(%, t") avecx; = jAx, t" = nAt, et

Ul = u(y) = u(x, t").
On se propose d'utiliser uschéma aux diférences finiegle la forme suivante :

un+1 u_n un_ n

w,ow -
4 7 i +g(%, H,L)—O vn, Vi,
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SCHEMAS AUX DIFFERENCES FINIES POUR UNE EQUATION DE TYPE EIKONALE 1D

LIEN AVEC LES SCHEMAS HYPERBOLIQUES

On remarque tout d’abord que la fonctiafx, t) = d.u(x, t) est solution de I'équation
Ov(X, t) + 0xG(x, v(x, 1)) = 0. (5)

Il s’agit d’une équation hyperbolique, appelée aus$di de conservation scalaire

Un schéma donné par la méthode des volumes finis pour cetiicms’écrit alors

+1 n n
vy - . 912~ Y12

At AX

=0, n>0,jeZ,

ougl,, = 9(x, V), vi\,) représente une approximation du flux G sur l'interfacet

n n

u—u
entre les instant§ ett™*. La quantités” ~ 237 représente alors une
approximation de la solution sur l'intervallg [;, X[.

On peut montrer que sous certaines hypothéses , les foagtigilisées pour

approcher I'équation (5) conviennent également pour Faximation de I'équation
de Hamilton-Jacobi (4).

1854



ScHEMAS AUX DIFFERENCES FINIES POUR UNE EQUATION DE TYPE EIKONALE 1D
EXPRESSION DE L’ OPERATEUR S

—> On s’est proposé d'utiliser uschéma aux dfférences finiesle la forme

un+1_un u_n_ n n _ . n

; ; u, U, - ul

] ] ] -1 j+1 ] :

A = > 7..
At 9% Ax 7 AX )=0, n=0je

— On définit 'opérateuf5, en considérant le point courayft™ = (x, t") :

n+1 n n n n n

T — U u —u U.,—Uu

1 1 ] ] ] -1 Tj+1 ]
SO U U = e g0, )

AX
— On a alors

o) | DU VR ),

+1 n+1
Sy U A . A , A

c'est-a-dire
u—o(Xt—At
_U-e(xt-AY

S(y = (0. ) =

(Xt — At) — p(Xx — AX, t — At) (X + AX, t — At) — (X, t — At)
AX ’ AX

9%, ).
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SCHEMAS AUX DIFFERENCES FINIES POUR UNE EQUATION DE TYPE EIKONALE 1D
CONSISTANCE DU SCHEMA

L'opérateurS, est défini par

- Lt — At
S0=(chug =UHEIZA,

. (Xt — At) — p(Xx — AX, t — At) (X + AX, t — At) — (X, t — At)

o AX AX

).

Pour la consistance, on s'intéresse a la limite lordgtend vers 0 de

Sy = (D, g(y)p) = RN ECLZAD,

At
(x (Xt — At) — (X — AX, t — At) (X + AX,t — At) — (X, t — At))
g AX ’ AX ‘
On a donc, puisquie = (Ax, At),
im S e(y) ) = up(x 1) + X, up(x, 1), up(x, 1)).

Le schéma est donc consistant si et seulementgk, v,v) = G(x,V) Y X,v € R.
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SCHEMAS AUX DIFFERENCES FINIES POUR UNE EQUATION DE TYPE EIKONALE 1D

REFORMULATION DE L' OPERATEUR &,

Les propriétés denonotonie et destabilité du schéma proposé s’obtiendront
facilement & partir de la réécriture équivalente suivaetéapérateurs,.

Sy = (xt),u,¢) = w+

At
o(x (Xt — At) — (X — AX, t — At) (X + AX,t — At) — (X, t — At))
’ AX ’ AX
_u- Taxat(e(., t = At))

At
avec

TAX,At(Lp(.,t - At)) =

(Xt — At) — (X — AX, t — At) (X + AX, t — At) — (X, t — At)

t— At) — At
o(x, ) a(x, A "

).
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SCHEMAS AUX DIFFERENCES FINIES POUR UNE EQUATION DE TYPE EIKONALE 1D

M ONOTONIE DU SCHEMA

Ona U— Taxat(o(., t — At))
S=(xD.ug) = =

avec

TAX,At(Lp(.,t - At)) =

(Xt — At) — (X — AX, t — At) (X + AX, t — At) — (X, t — At)

t— At) — At
o(x, ) a(x, A "

).

La propriété de monotonie

S U 01) SV, U 02) Yerze (e @uy) = oY) Yy € Q)

du schéma est donc vérifiée si et seulement si 'opéraiguy estmonotone
croissant
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SCHEMAS AUX DIFFERENCES FINIES POUR UNE EQUATION DE TYPE EIKONALE 1D

M ONOTONIE DU SCHEMA

On remarque par ailleurs que I'expression de I'opérateur

TAX,At(Lp(.,t — At)) =

(Xt — At) — (X — AX, t — At) (X + AX, t — At) — (X, t — At)
AX ’ AX

ne dépend que dg(x — Ax, t — At), (X, t — At) eto(X + AX, t — At).

e(xt— At) — At g(X, ).

Il est clair que I'opérateur xr €Stmonotone croissardi et seulement sil I'est vis
a vis de chacune de ces quantités (les autres étant fixées).

On remarque tout de suite que I'opérat@ux »; estmonotone croissantis a vis de
e(X— Ax, t — At) si et seulement gj est croissante par rapport & sa deuxieme variable.
On noterag(., T,.) cette propriété.

De méme, on remarque que I'opérat@ug ; estmonotone croissantis a vis de
e(X+ AX, t — At) si et seulement gj est décroissante par rapport & sa troisiéme
variable.On noterag(., ., |) cette propriété.
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SCHEMAS AUX DIFFERENCES FINIES POUR UNE EQUATION DE TYPE EIKONALE 1D

M ONOTONIE DU SCHEMA

On rappelle que 'opératedryy o; €st défini par
Taxar(o(, t = At)) =

(Xt — At) — (X — AX, t — At) (X + AX, t — At) — (X, T — At)

t— At) — At
o(x ) a(x, A .

).

Supposons que I'application,{~, v") — g(x,v-, V") soit dérivable par rapport\
etv' etintroduisons les notatiorss = d,-g etg* = d,+0.

L'opérateur st €Stmonotone croissantis a vis dep(x, t — At) si et seulement si

+<p(Xi AX, 1 — At) — (X, t — At)

A _
1—5((9 (X Vv,v)-g"(xv,v)) >0, (aveov* = o~

)
c'est-a-dire finalement si et seulement si

At

E((g‘(x,v‘,W) -g'(xv,v) <1, Vv eR, VYxeR.

Cette condition est appelée condition CFL.
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Notarions UN PREMIER EXEMPLE DE SCHEMA CONVERGENT ~SCHEMAS AUX DIFFERENCES FINIES POUR UNE EQUATION DE TYPE EIKONALE 1D ScHEMAS AUX DIFFERENCES FINIES POUR UNE EQUATI

M ONOTONIE DU SCHEMA

On obtient finalement le théoréme suivant.

Monotonie du schéma

On suppose queg est localement lipschitzienne.
Alors, I'opérateur7 x at €stmonotone croissardi et seulement (., T, .), d(., ., |) et
la condition CFL suivante est satisfaite pour presque tout (v*) € R3:

%((9_("’ Vv —gi(x v, vh)) < L

On rappelle que d'aprés le théoreme de Rademacher, toutgdiotipschitzienne
sur un intervalle réel est dérivable presque partout poordsure de Lebesgue.

Lorsqueg(x, v, v") = max{, —v*) comme dans le premier exemple, on trouve

0 Si Vo> -V
-1 sinon,

1 Si Vo> -V,
0 sinon,

g (x v ,v) = { g(xv,v) = {

o - At
et on retrouve donc la condition CFL précédente @ = x <1
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Notarions UN PREMIER EXEMPLE DE SCHEMA CONVERGENT ~SCHEMAS AUX DIFFERENCES FINIES POUR UNE EQUATION DE TYPE EIKONALE 1D ScHEMAS AUX DIFFERENCES FINIES POUR UNE EQUATI

STABILITE DU SCHEMA

On montre le théoreme suivant.

Stabilité du schéma

_||

SoitT > 0 etAt = —. On suppose que I'opératellik, A €Stmonotone croissaret

que la donnée initialg, est lipschitzienne sk (elle est donc localement bornée).
Alors le schéma aux fférences finies proposé est stable au sens suivant

@ 4C>0,¥Yne [0,N] NN,

max|uf| < max|u’| + CT.
] ]

@ side plusg(.,0,0) = 0, alors le principe du maximum suivant est vérifié :

Vi, msuw’s<M = V¥jn, m<u'<M.

La constanté&C dépend éventuellement deet de la donnée initialay, maisne
dépend pas déh = (Ax, At).

La monotonie du schéma entraine donc ici sa stabilité.
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Notarions UN PREMIER EXEMPLE DE SCHEMA CONVERGENT ~SCHEMAS AUX DIFFERENCES FINIES POUR UNE EQUATION DE TYPE EIKONALE 1D ScHEMAS AUX DIFFERENCES FINIES POUR UNE EQUATI

CONVERGENCE DU SCHEMA

|
,

Théoréme de convergence

Supposons que la donnée initialesoit lipschitzienne suR et queg soit localement
lipschitzienne. Alors le schéma auxi#irences finies

n+l _ n n_ n n
i g%, 3 W=y “J+1 ) _
At T AX 0

n>0,jez,

W =Uo(x). jeZ.

estconvergentsi g(x, v, v) = G(v) (consistance)y(., T,.), 9(., ., l) et la condition CFL
suivante est satisfaite pour presque touv(,v*) € R®:

%{(g‘(x, v,V —g'(xv,v)) <1

(monotonie et stabilité).
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SCHEMAS AUX DIFFERENCES FINIES POUR UNE EQUAT}

SCHEMAS AUX DIFFERENCES FINIES

On s’intéresse a la discrétisation de I'équation de Hamiltacobi ® suivante

AU(X, t) + G(X, 8xu(x, 1), yu(x, ) =0, x=(xYy) eR2 t>0, ®)
u(x, 0) = up(x)

On se propose d'utiliser uschéma aux diférences finiegle la forme suivante :
n+l _ n n un un

i ij ij T Yi-1j Civl)
— + X .7 s
At 9y AX AX

un

n n n
l’Ii,j U -U IJ+1 I] )

I]l
Ay

n>0i,jez,

s

Uﬁj = Uo(Xi,j), j eZ.

ol on a notéi; = (%, Y;).

On introduit les notations suivantes
o (X, vy, Vvy, 2,W)—>g(x, 121 V2, V5),
o gi(x. vy, 1’ V3, V5) = Oy 9(X, vy, 17 V2, V3),
@ g7 (X, Vi, Vi, V5, V5) = 8y g(X, Vi, VL V5, Vs),
o g (X, vy, 1’ V3, V5) = Oy, (X, vy, 17 V2, V3),
@ G5 (X, Vi, Vi, V5, V) = 0y 9(X, Vi, vy, Vg, V). 2954



SCHEMAS AUX DIFFERENCES FINIES POUR UNE EQUAT}

CONVERGENCE DU SCHEMA

On montre alors les points suivants de la méme maniére qud'@équation D.

Le schéma est consistant si et seulementgix, Vi, Vi, Vo, Vo) = G(X, V1, V,)
¥Xx € R% v;,Vp € R.

Le schéma est monotone si et seulementdi, 7, |, T, |) et la condition CFL
suivante est satisfaite pour presque toux, v;, vi,v,,v5) € R®:

At _ _ _ _
g G (6 VI VI V5. V5) = G (X, Vi, Vi, Vo, V3)) +
At -\t oy- vt + - vt - vt
A—y(gz(xvvlavlavzavz)—92(X7V17V15V27V2)) <l

La monotonie du schéma entraine sa stabilité.
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NotarioNs  UN PREMIER EXEMPLE DE SCHEMA CONVERGENT ~ SCHEMAS AUX DIFFERENCES FINIES POUR UNE EQUATION DE TYPE EIKONALE 1D SCHEMAS AUX DIFFERENCES FINIES POUR UNE EQUAT

ScuiEMAS DE L Ax-FriebricHs (OsHER ET SHU, siNum 1991)

@ Schéma déax-Friedrichs global

¢ (V) =6 ) - Zatv -v)

avec
a = max| a,G(.,V) | .
\

@ Schéma déax-Friedrichs local

+ Vvt

gV V) = 6 ) - Zalv v (V)

avec

@= max |6VG( v) .
vel (v-
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NotaTioNs  UN PREMIER EXEMPLE DE SCHEMA CONVERGENT ~ SCHEMAS AUX DIFFERENCES FINIES POUR UNE EQUATION DE TYPE EIKONALE 1D ScHEMAS

ScuiMas DE GopuNov ET Roe (OsHER ET SHU, siNum 1991)

@ Schéma d&odunov
v iy v i
@ Schéma d&oe
Re G(.,v*) si d,G(., V) ne change pas de signe digv—,v*),
g (.v.v) :{ g-F(,v,v*) sinon
avec

v = v siaG(,v) =0,
~ 1 vt sinon

AUX DIFFERENCES FINIES POUR UNE EQU

AT
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NotatioNs UN PREMIER EXEMPLE DE SCHEMA CONVERGENT ~ SCHEMAS AUX DIFFERENCES FINIES POUR UNE EQUATION DE TYPE EIKONALE 1D SCHEMAS AUX DIFFERENCES FINIES POUR UNE EQUATI

ScuEMA DE OSHER-SETHIAN (OSHER ET SETHIAN, jcp 1988)

Lorsque G(.,V) = f(v?) avecf monotone :

g% v v = (@),

avec

7 min(v-, 0% + max*,0)® sif’ <0,
~ | min(vt,0)? + max@,0)> sinon
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A PROPOS DE L' ORDRE DE PRECISION EN ESPACE DU SCHEMA

Les schémas auxfiiérences finies proposés ci-dessus sont souvent appelés
schémas monotones

Les schémas monotones convergent vers l'unique solution giscositéde
I'équation de Hamilton-Jacobi considérée.
(rappelons que dans ce contexte la monotonie du schémanenseastabilité)

On peut montrer qukerreur entre la solution numérique d’'un schéma monotone et
la solution de viscosité de I'équation de Hamilton-Jacalisidérée, mesurée en
normeL*, est au moins d’ordre1/2 (i.e. enO( VAX)).

On montre également que pour des solutions régulléseschémas monotones ne
peuvent pas étre d’ordre plus élevé qué.

Les schémas monotones vont néanmoins étre utilisés postrema des schémas
(non monotones) d’'ordre éleeh espacela construction de schémas d’ordre élevé
en tempsinterviendra dans un second temps.

Les stratégies utilisées seront du typrpolation polynémialeENO et WENOet
seront décrites en une dimension d’espace uniquemente(igion au cas multi-D
étant immédiate). sss



REINTERPRETATION DES SCHEMAS MONOTONES

Nous avons considéré jusque lasaghéma aux dfférences finiegle la forme

n+l _ un uh —

j j _
A +00%,

u o -l
ijl, J+1Ax Y=0, n>0,jez

que I'on peut aussi réécrire

Un+l Un
J .
A L+9(x.v.v) =0, n>0jezZ
avec
n_ n n n
Vo = —uj uj*l vi = —qu uj
] Ax ] AX

Ainsi, v etv’ représentent des approximations de la deriye€q,t") a gauche et a

droite du pointx;.
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REINTERPRETATION DES SCHEMAS MONOTONES

SoitS. = {x_1, %} etp_(x) le polyndmede degré 1qui interpole la fonctionu" en
chaque point d&._, i.e.tel quep_(x-1) = uer1 etp_(x) = uj". On remarque alors que
u'—u"
- ]

-1 ,
Vo= =pX).

De méme, soi§, = {X, X1} etp.(X) le polyndmede degré 1qui interpole la
fonctionu” en chaque point d§,, i.e.tel quep..(x) = uy etp,(X:1) = Uj"+1- On
remarque alors que

ujn+1 B Jn /
V= = R).

On associe I'ordre du schéma au degré du polyndme d’interpation choisi.

On peut ainsi construire des schémas d’ordre élevé basés sies
approximations d’ordre plus élevé des dérivées a gauche etdioite de d,u(x;, t").
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CONSTRUCTION D' UN SCHEMA D' ORDRE 2 EN ESPACE

SoitS. = {¥_1, %, Xj+1} etp_(x) le polynémede degré 2qui interpole la fonction”
en chaque point d&., i.e.tel quep_(X-1) = U ;, p-(x) = U’ etp_(x.1) = U',,.
On pose alors
- — —_ 1 n n
Vi =pl(x) = E((Uju —Uuly).
De méme, soi§, = {X_1, X, X+1} €tp.(X) le polyndmede degré 2qui interpole la
fonctionu” en chaque point d8,, i.e.tel quep, (%_1) = ujnfl, p. (%) = ujn et
P (§:1) = Uy
On pose alors
v =pL(x) =V
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CONSTRUCTION D' UN SCHEMA D' ORDRE 3 EN ESPACE

SoitS. = {X_2,%-1,%, xﬁl etp_(x) le polynﬁmede degré 3qui interpole la fonction
u"en chaque point d8_, i.e. tel quep_(X-2) = J "o P-(X-1) = uj”_l, p-(x%) = ujn et
p-(%+1) = 1+1 On pose alors

., 11 1 1
Vi =pL0g) = S (GULe — Ul + S U+ Ul

De méme, soi§; = {X_1, X, X+1, X+2} €tp.(X) le polynbmede degré 2qui interpole
la fonctionu" en chaque point ds,, i.e.tel quep,(X-1) = uj"_l, p. (%) = u’
P.(Xs1) = U, etp.(x.2) = U,,. On pose alors

1 1 1
v =pL(x) = 5( - §u1" .- Eu' +Uly - 6uj”+2)..

Pour des questions de stabilité, on ne peut pas trogécalerle stencil d’'un c6té ou
de l'autre. Habituellement, le décalage se fait sur un point.
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SCHEMAS D’ ORDRE ELEVE EN ESPACE

On peut construire des schémas d’ordre quelconquen espace par ce procédé
d'interpolation polynémiale.

Ces schémasnarchent parfaitement pour le calcul numérique de solstion
réguliéres, maipeuvent générer des oscillationborsqu’il s’agit d’approcher des
solutions de viscosité nonftirentiables par exemple.

Pour éviter ces oscillations parasites, on utilise les sttégies de reconstruction
ENO et WENO (pourEssentially Non Oscillatorgt Weighted Essentially Non
Oscillatory).
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SCHEMAS D’ ORDRE ELEVE EN ESPACE

L'objectif est d’obtenir un schéma précis dans les zones deégularité de la
fonction et qui n'oscille pas dans les zones de discontinéite la dérivée de la
fonction (pres deskinks

L'idée générale est gues oscillations parasites apparaissent parce que le stehc
Speut traverser une discontinuité de la dérivée

Pour remédier a ce probleme il est possibldihiter les approximations a I'aide de
limiteurs de pente, stratégie que nous ne détailleronscpas i

Nous étudions ici les procédures ENO et WENQ@voir les travaux de Osher et Shu,
SINUM 1991).
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LA procEDURE ENO

Supposons que l'objectif soit de calculgra I'aide d’'un polynéme d'interpolatiop
de degré > 2 interpolant la fonction” en chaque point d’'un stenc¥.

On suppose que le sten8kontient les points du sten@ = {1, X} associé a un
schéma d’ordre 1.

Rappelons la définition desftérences divisées de Newton :

oli] = o06).  fjj+ 1] = AU el

Xi+1 — X
et plus généralement
o] j+1..j+m—¢fj,....j+m-1
<p[J,...,J+m]:‘p[] j+ml -l j ].
Xi+m — X

On a alors par exemple

PLOJ = u'li] + u'lj — 1,j1(x - ).
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LA procEDURE ENO

On va ajouter successivement des points dans le s@npour finalement former le
stencilS¢ formé dek + 1 points (car on veut un polynéme de dekyé

A chaque étape, on ajoute soit le voisin gauche soit le vdisiit dans le stencil.
Dans la premiére étape par exemple, on ajoutexseisoitx,; au stencilst.

Pour choisir entre les deux points, on part du principe quigjdctif est d’améliorer
la précision du schéma sans trop s’éloigner du stencil gegtésupposé conduire a
un schéma avec peu ou pas d'oscillations (c’est le cas daisgi.

NotonsS? = {X_2, %1, X} et S = {X_1, X, %1} les deux stencils candidats a devenir
&, etp? etp? les polynémes d'interpolation correspondants. On a

P = pO) + U'fj — 2 — LjJ(x = X-1)(x~ %)

et
P =Pl + Ui — 1. + 2](x = %-1)(x - %)
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LA procEDURE ENO

On pose alor§ = & si
[ i -2, -Lj]I<lu[j-1,j,j +1]|

et = si
[uj = 2,) = Lj] >l u'[j - L.j,j+ 1] | .

On répéte 'opération jusqu’a obtenir le stergl

On procede de la méme maniere pour le calcutdmais en partant du stencil initial
St = {X, X1}
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LA procEDURE WENO

On donnera simplement I'idée générale de la procédure WENO.

La procédure d'interpolation WENO (Jiang et Peng, SISC 2@80basée d'une
certaine maniére sur la procédure d’interpolation ENO.

Supposons par exemple que I'objectif soit de calcuffe‘n I'aide d’'un polyndme
d'interpolationp de degré 3 interpolant la fonctiafi en chaque point d’'un sten@&#
contenant le stenctt.
La procédure ENO conduit po& a I'un des trois stencils suivants :

S = {3, %2, X-1. %}

S® = (X2 %-1. % X1,

S = {Xi_1, X, X1, X 2}-
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LA procEDURE WENO

La procédure ENO conduit donc pou]lra I'une des approximations
correspondantes notéq@, \er, Ve les autres étant ignorées

Cette procédure est apparue naturelle pour éviter ledaigmils prés dekinks

Dans les zones régulieres, les trois valeurs conviennates@ priori, de sorte qu'il
peut paraitre colteux et superflu de les comparer et d’eteéciux d’'entre elles.

Finalement, il apparait naturel de choisir une combina@m®nes trois valeurs :
~ _ )-a,,a —b,,~b —Cy,—C
Vi = ATV AT AT

combinaison que I'on choisireonvexepour des raisons de consistance et de
stabilité,i.e. telle que

AP+ +24°=1 et 420, 4”20, A4°=0.

Il s’agit maintenant de déterminer les coﬂicientsdj*a, /lj*b et /lj*C...
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LA procEDURE WENO

Un petit peu d'algébre montre gl choix suivant
A*=01 A4°=06, 4°=03

est d’'ordre 5 au sens ou il conduit a une valeur‘qfeidentique a celle obtenue par
une interpolation polynémiale basée sur le stencil suivant

S =S2USPUS® = (X3, X2, -1, X, Xj+1, Xj+2).

Mais attention, ce choix conduit a priori & une méthode numéique oscillante
pres deskinkspour les mémes raisons que précédemment (le stencil peieinoun
kink).
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LA procEDURE WENO

L'idée naturelle est alors

@ dans les zones réguliérede choisir

A*=01+0(A¥), A" =06+0(AX), 4°=03+0(AX)

@ pres deskinksde choisir par exemple le cfigientA? petit sile stencis®
contient urkink...

La définition rigoureuse des cieients repose alors sur la construction d'un
indicateur de régularité de la solution...

Voir par exemple les travaux de Jiang et Shu, JCP 1996 et didPgng, SISC 2000.
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DISCRETISATION D’ ORDRE ELEVE EN TEMPS

On utilise pour cela des méthodes de tfenge-Kutta TVD dont un exemple est
donné ci-dessous (voir les travaux de Shu et Osher, JCP.1988)

Outre la propriété TVD, ces schémas ont I'avantage d’'étre mao-pas.

Soit le schéma semi-discret
du LW
dt — ’

ou L(u) représente une discrétisation de I'opérateur en espace.

Le schéma TVD d’ordre 3 de Runge-Kutta s’écrit alors simplement

u® = u" + AtL(U"),
3 1 1
@ = 34 2w 4 S A ®
u 4u + 4u + 2 (u),
1 2 2
u™l = Zu" 4+ Su@ 4+ SALL(u@).
3 3 3 )
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DISCRETISATION D’ ORDRE ELEVE EN TEMPS
Plus précisément, supposons un schéma d’ordre 1 en temad$ateke
U™t = Ul + AtL(U"),
ce qui correspond a

u- TAX’At((,D(X,t - At))
At

Sy = (%1, u,¢) =

avec
Taxar(@(x t = AD) = (X, t — At) + AtL(p(x t — AL)).

Le schéma TVD d'ordre 3 de Runge-Kutta se réécrit alors de maniéere
équivalente sous la forme

) = T axac(U"),
3 1
u@ = ZUn + Z‘TAx,At(U(l)),

1
-3

n+1

2
U+ STAxAt(u( ).
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NOTATIONS UN PREMIER EXEMPLE DE SCHEMA CONVERGENT ~SCHEMAS AUX DIFFERENCES FINIES POUR UNE EQUATION DE TYPE EIKONALE 1D SCHEMAS AUX DIFFERENCES FINIES POUR U

DISCRETISATION D’ ORDRE ELEVE EN TEMPS

On obtient finalement

1 2 3 1
Un+1 = §un + ETAx,At(ZUn + ZTAvat(TAX,At(Un)))
ce qui correspond a
SRy = (1), U, ¢) = TRS (p(x t - AD)

At

avec
TRE(p(x t = At)) =

1 2 3 1
g‘P(X,t - At) + gTAx,At(Z‘p(Xat —At) + ZTAX,At(TAx,At(‘p(Xat - At))))
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DISCRETISATION D’ ORDRE ELEVE EN TEMPS

Supposons qué axat(.) soit localement lipschitzienne, monotone croissant et
telle que le schéma d’ordrel en temps associé et défini par

U~ Taxat(p(X, t — At))
At

Siy = (x1).U.¢) =

soit consistant.
Supposons en outre que

m<y' <M, Vj = m< Taa(W)j <M, Vj.

On montre alors facilement que le schéma RK3 d’ordre3 en temps est
consistant, stable et monotone. Il est donc convergent.
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La méthode Fast-Marching pour la
propagation de fronts

C. Chalons
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RapPELS

EVOLUTION DANS LA DIRECTION NORMALE

On s’intéresse a I'évolution d'un frol} dans ladirection normale et avec la vitesse
c=c(y) >0,y eR".
L'équation d’évolution de ce front s’écrit

drt -
v C N, Q)

ou encore

Y (1) = cy() Ny,
{ y(0) = x, 0 Vx e Ty, )

g 7 B . . o
ou n désigne lanormale unitaire extérieure au front.



RapPELS

LA METHODE LEVEL-SET

La méthode Level-Sefou méthode des lignes de niveaux) est trés populaire dans le
problémes de propagation de fronts.

L'idée principale est de représenter le front darligne de niveau zérod'une
fonctionu :
Iy ={X, u(xt)=0}.

Linconvénient majeur est d’ajouteune dimension supplémentaireau probléme,
ce qui peut engendrer des codts calcul non négligeables.

Soit doncu une fonction telle que

u(x,t) <0 sixestsitué l'intérieur de Iy,
u(x,t) =0 six appartient a I,
u(x,t) >0 six estsitué I'extérieur de I'.

Ona
7 Viu(x, t)

"IV |



RapPELS

LA METHODE LEVEL-SET

Rappelons que
I = {x, u(xt) =0}

Pour toute trajectoire— y(t) € I'y, on peut écrire

uy(®).t) =0 = au(y(t).t) + Vxu(y().t) - y'(t) = 0,

avec N
y (1) = c(y(t)) Ny
et
. Viu(x, t)
VU ) |

On aboutit a I'équation suivante
Au(y(t), t) + c(y()) | Vxu(y(t),t) I= 0,
que I'on propose de résoudre sur tout le domaine. On obténiation Eikonale

Au(x, t) + c(x) | Veu(x, t) |= 0.
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PRINCIPE DE LA METHODE FAST-MARCHING

PRrINCIPE DE LA METHODE FAST-M ARCHING

L'objectif de la méthode Fast-Marching est de résoudiieaement I'équation
Eikonale
du(x. 1) + c(x) | Vxu(x,t) |= 0,

et en adoptantne approche stationnaire

Soitx - T(x) la fonction donnant le temps d’arrivée du front en un paide
'espacej.e.
T(y() =t

pour toute trajectoiré — y(t) € I'.

En dérivant cette équation par rappott at en utilisant I'expression suivante de la

normale extérieure
N VT (X)

np= —————
SEATSI

on aboutit a I'équatior(y(t)) | V<T(y(t)) |= 1, que I'on propose de résoudre sur tout
le domaine. On obtierdtéquation stationnaire

c(X) | VxT(X) |= 1.

avec la condition au limit&(x) = 0 ¥x € T.



PRINCIPE DE LA METHODE FAST-MARCHING

PRrINCIPE DE LA METHODE FAST-M ARCHING

Remarque 1.0n a
ux,t) = T(x) - t.

En dfet, d;u(x, t) = —1 etV,u(x, t) = V4T(x) de sorte que
OU(X, 1) + c(X) | Viu(x, t) |= deu(x,t) + c(X) | Vi T(X) |= =1+ 1=0.
Il est clair par ailleurs que(x, 0) = T(x) = 0 VX € Th.
Remarque 2.L'équation stationnaire s’'écrit aussi
V,T(X) - ¢(X) A= 1,
de sorte que la fonctioh sera bien croissante le long de la normale au front.

Remarque 3.Lorsque I'on cherche a résoudre I'équation Eikonale irmtatire,
l'initialisation u(x, 0) = up(X) se fait souvent en choisissant la fonction

Up(X) = d(x, ') qui n’est pas toujours simple a calculer. Une possibiligsiste a
résoudre numériguement I'égquation stationnaire a vitegsstantes puis a poser
d(x,Tg) = cT(X).
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DESCRIPTION DE LA METHODE FAST-MARCHING

DESCRIPTION DE LA METHODE FAST-M ARCHING

L'objectif est maintenant dealculer numériquementle temps d’arrivéd solution
del’équation stationnaire
c(¥) | VxT(x) |= 1.

On se place edimension 2 d’espacéx = (X, X2)) sur un maillage cartésien de pas
d’espaceh = (Axg, AXp), et on propose la discrétisation suivante de I'équation
stationnaire

i—Ticyy Ty
-

max(Ti’ —Ti MO max(Ti’j ~ Tt Tipa = Ty J0f = .

AXq AXq Ax, AXo c2(xi)

Ticgy [Ty Tissj

AXo

AXq

1151



DESCRIPTION DE LA METHODE FAST-MARCHING

DESCRIPTION DE LA METHODE FAST-M ARCHING

Une premiere idée serait d’appliquer un schéma itératif pespudre ce probléeme
non linéaire, et attendre la convergence de l'algorithmeegrécision souhaitée.
Ceci peut étre tres long !

Une autre possibilité est de faire 8ast-Marching, qui va consister a calculer les
valeursT;j dans un certain ordre pour obtenioralementne convergence en une
seule itérationll s’agit de calculer lesT;; en ordre croissant.

Pour cela, les pointg; du maillage sont répartis en trois régions :
@ Frozen points : c’est la région des points définitivement calculés, ceux
ayant déja été coupés par le frotls seront représentés par le symbole

@ Narrow band : c’est la région des points n’ayant pas encore été coupés par |
front, mais sur le point de I'étré.e. ayant un voisin qui I'a été.
Ils seront représentés par le symbole

@ Far away : c'est la région correspondant aux autres points.
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DESCRIPTION DE LA METHODE FAST-M ARCHING

Exemple :

1351



DESCRIPTION DE LA METHODE FAST-MARCHING

ALGORITHME DE LA METHODE FAST-M ARCHING

1. On définit le front initial en gelants] les points sur la frontiére, et
on initialiseT a 0 sur ces points.

1451



DESCRIPTION DE LA METHODE FAST-MARCHING

ALGORITHME DE LA METHODE FAST-M ARCHING

2. On définit la narrow band] avec les points voisins de la frontiére
initiale et situés dans le sens de propagation du front.

La région far away est composée des autres points situédedans
sens de propagation du front.

1551



DESCRIPTION DE LA METHODE FAST-MARCHING

ALGORITHME DE LA METHODE FAST-M ARCHING

3. Oninitialise T sur la narrow band avec les formules
correspondantes suivantes :
2 2 2 2
Ti,j 1 Ti,j 1 Ti,j Ti,j _ 1

" s = ou —_— .
Axg  C(xj) A C(xj)  Axe Axp C3(xy)

Ce qui revient a résoudre le systeme de mardémuplégi.e.en
supposant dans le cas ou plusieurs points de la harrow beaidrge
initialement voisins, la valeur dE sur le point courant est plus
petite que celle des voisins de la narrow band.

De maniére naturelle, la valeur desur le point courant est en
revanche supposée plus grande (respectivement plus) pgtite
celle des voisins situés sur le front initial (respectivatdans la
région far away).

On initialise T dans la région far awaya +oo.

= Tij Tij—Tijoa Tijra—Tij
=, 0)? + max(—————, —— ‘
AXq AXq ’ ) ( AXo ’

T.. — T.7 . T . 1
max( i i-1j - i+1 ,0)2 _

AX, (k)
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DESCRIPTION DE LA METHODE FAST-MARCHING

ALGORITHME DE LA METHODE FAST-M ARCHING

4. On cherche la plus petite valeur @esur la narrow band.
Le point correspondant devient accepté (frozen).
On redéfinit la narrow band en la complétant avec les voigins d
point nouvellement accepté.
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DESCRIPTION DE LA METHODE FAST-MARCHING

ALGORITHME DE LA METHODE FAST-M ARCHING

5. On recalcule ensuite la valeur @esur les pointsX voisins du point
nouvellement accep#, en résolvant la discrétisation de I'équation
stationnaire. Il y a plusieurs possibilités, toutes cosdoi a une
unique définition dd aux pointsX.

Exemple 1.Un cas otX n’était pas déja dans la narrow band

D (far away)
A X C (far away)
B

On cherchdly tel queTy > Ta, Tx < Tc et Ty < Tp et Tx solution de

T} -T, T} - T
max( XAxl A 0)2 + max( Xsz B

1
c(x,)’

L0 =

1851



DESCRIPTION DE LA METHODE FAST-MARCHING

ALGORITHME DE LA METHODE FAST-M ARCHING

D (far away)

A X C (far away)

B

On cherchdly tel queTy > Ta, Tx < Tc et Tx < Tp et Ty solution de

Tx - TA TB 1
max(——-,0 max ,0)0 = ,
( AXy ) ( ) c2(xi)
c'est-a-dire
Tx—Tay, ,Tx—Tay, 1 .
+ = si Tx > Tg (notons quelg > T,
( Axs )+ ( A ) %)) x = Ts ( queTs > Ta)
(TX‘TA)2 =L Ta<Tx < Te.

AXg c2(%ij)

1951



DESCRIPTION DE LA METHODE FAST-MARCHING

ALGORITHME DE LA METHODE FAST-M ARCHING

On cherchedly tel queTyx > Ta, Tx < Tc et Ty < Tp et Ty solution de

C Tx=Tap Tx-Teyp, 1 .
f1(Tx) = ( Ax, )+ ( A ) ) 0 si Tx=>Tg (notons quelg > Ta)
Tx-T 1 .
f2(Tx) = ( XAxl Ay2 - 2o " 0 si Ta<Tx<Ts

On af; > f, etf; etf, convexes et infinies a I'infini

On afy(Ta) < 0 doncc’est nécessairement la plus grande des deux racines fie
qui peut nous intéresser

Si cette racine est plus petite ou égale B, on la conserve pour définik.
Remarquons dans ce cas du@x) > f2(Tx) > f(Tg) = f1(Tg) > 0 pourTy > Tg
donc il ne peut pas y avoir de racinefdeui convienne également.

Si cette racine est plus grande qué@g, on ne peut pas la conserver pour défihir
et on tente de trouver une racinefgeRemarquons dans ce cas que

f2(Tg) = f1(Tg) < 0 donc il existe un uniqu&y > Tg tel quefy(Tx) = 0. Cette valeur
est la plus grande des deux racined;det permet de définify.
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DESCRIPTION DE LA METHODE FAST-MARCHING

ALGORITHME DE LA METHODE FAST-M ARCHING

Exemple 2.Un cas oiX était déja dans la narrow band

D

A X C (far away)

B

On cherchedly tel queTy > Ta, Tx > Tp et Tx < Tc et Ty solution de

TB Tx - Tp 1
max A 0)2 + max ,0Y = ,
( ) ( e 0 (%))
c’est-a-dire, puisquép < Tg,
Tx = Ta Tx-Toy, 1

)2+ ( )

( Axq A T (%))
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DESCRIPTION DE LA METHODE FAST-MARCHING

ALGORITHME DE LA METHODE FAST-M ARCHING

Remarquons qu’'a I'itération précédenite, juste avant que le poimt ne soit
accepté, la situation était la suivante

D
X
A C (far away)
B
avecTy > Ta > TpetTg > Ta.
Ainsi, soit I'équation
Tx=Tay ,Tx—Tpys 1
f1(Ty) := - =
1( X) ( AX]_ ) + ( AXZ ) CZ(XLJ) O

était déja satisfaitede maniére unique par (I'ancienne valeur d@igket dans ce cas le
tempsTx n'a pas besoin d’étre recalculé.

2251



DESCRIPTION DE LA METHODE FAST-M ARCHING
ALGORITHME DE LA METHODE FAST-M ARCHING
A l'itération précédente, la situation était la suivante@ly > Ta > Tp etTg > Ta:

D

A X C (far away)

B

Soit elle ne I'était paset dans ce cas cela signifie que I'ancienne valeuhdgtait la
valeur initiale deT en ce poiniX, i.e.la racine de

Tx—To, 1
fo(Ty) := - =
2( X) ( AXZ ) CZ(XLJ)
Dans ce cad;(Tx) > f2(Tx) = 0 et puisqueTy > Ta
~ TD 1
f1(Ta) = f2(Ta) = ( ) - 200 <f(Tx) =

Il existe donc une unique nouvelle valeur dfyx > Ta > Tp telle quef;(Tx) = 0

2351



DESCRIPTION DE LA METHODE FAST-MARCHING

ALGORITHME DE LA METHODE FAST-M ARCHING

6. On redémarre en 4.

Remarque 4.1l existe d'autres situations possibles dans I'étape 5'atigdrithme.
Remarque 5.0n itere au plus 4 fois sur chaque noeud.
Remarque 6.La complexité de I'algorithme est &N logN) ou N est le nombre de

noeuds total de la grille, pourvu qu’un algorithme optimalrdcherche du temps
minimal soit utilisé (algorithme de tri par tas ou heap sartgxemple).
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CONVERGENCE DE LA METHODE

ETUDE DE LA METHODE EN 1D

En 1D, I'équation stationnaire sur le temps d’'arriiég’écrit
c) [ T'(X) |= 1.
La discrétisation correspondante est

Ti-Ta Taa-
max( AX ° AX

Ty L
Oy

ouh = Axreprésente le pas d’espace du maillage.

T-r T T
AX

On suppose pour fixer les idées qu'il existe une constan > 0 telle que
c(x) = C pour tout x.
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CONVERGENCE DE LA METHODE

ALGORITHME

On suppose que la frontiere initiale n’est composée d’uhsant x,, et pour
simplifier que le sens de propagation se fait essentiellexsza la droite i(e.
c(x) << 1 pourj < jo).

1. On définit le front initial en gelants] les points sur la frontiére, et
on initialiseT a 0 sur ces points.

I ] ]

] ] ]
i T T

T T 1

Ti(rl Tjo Tio+l
*
AX

2. On définit la narrow band} avec les points voisins de la frontiére
initiale et situés dans le sens de propagation du front.
La région far away est composée des autres points situédedans
sens de propagation du front.

Tio—l

I ] ]
r T T

0 Tio+1

o ] ]
T T 1

AX

®* —
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CONVERGENCE DE LA METHODE

ALGORITHME

3. On calculeT,,.; avec la formule de discrétisation :

T1—T Tiwo — T 1
max( jo+1 ™ Tjo - jo+2 Jo+1’ 0y = . i
AX AX C?(Xjg+1)
c'est-a-dire A
X
Tiy1= ———.
ot C()(jo+l)
-I-jO*l Tjo Tio+l
f } } * & } !
AX

4. Le point devient accepté (frozen), on redéfinit la narrowcbeinon
réitére le processus.
Tio—l TJ'o Tio+1 TJ'0+2

e e
AX

2§51



CONVERGENCE DE LA METHODE

ALGORITHME

Pour touf > jo, on obtient facilement la formule suivante :

On remarque tout de suite que s'il existe une const@rtedle quec(x) > C > 0, alors

(j —jo)Ax
<T < ———
O_ J_ C bl

de sorte qusi le domaine de calcul est borné et de longuedr, la suite desT; est
bornée indépendamment de\x :

L
0<Tj<=, VYj=jo
_]_Ca J—JO

2951



CONVERGENCE DE LA METHODE

CONVERGENCE DE L’ ALGORITHME

On s'intéresse tout d’abord a la convergence de I'algorithre associé a la
variable instationnaire u(x, t).

Rappelons (voiRemarque 1.ci-dessus) qua(x, t) et T(x) sont liés par la relation
ux,t) =T(x) —t,
de sorte que si I'on posg' = T; — t" pour toutj, il vient
1
ujn+ - ujn
At

En remarquant que’ — uj”_1 = T, — Tj_, pour toutj, on obtient finalement la
discrétisation suivante pour la variahle

- _1= —C(Xj)maX( ] AXJ 17_ j+1 ]

n+1 n n n n
A ut — U u ., —
] J J -1 j+1
— + C(X) max , =

At 0g) max(—x AX

n

L 0)=0.

. . At
Ce schéma est convergent sous la condition CRL< 1 = x <1

(voir le cours sur les schémas aufféiences finies).
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CONVERGENCE DE L’ ALGORITHME

LorsqueAt et Ax tendent vers 0, on a donc
u' = u(x, t7) = T(x) - t7,
c’est-a-dire
T —t" > u(x,t") = T(xg) - t",

ou encore
T = T(x).

On obtient donc également la convergence de 'algorithme aecié a la variable
stationnaire T(X).

Nous allons maintenant montrer directement la convergencdu schéma
max(Tj —Tia Ta-T 1
Ax AX c(x)’

en utilisant le théoréme général de convergence énoncé ddasours sur les
schémas aux dférences finies.

,0f =
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CONVERGENCE DE LA METHODE

CONVERGENCE DE L’ ALGORITHME

On s'intéresse a la convergence du schéma

“Ta T T 0 = 1
AX AX Toe(x)’

max(

On définit I'opérateufs, par
_ Th o Th +1) — T
(§-1)  T'(4+1) lo)-1

T.
S04, T, T" = ¢(x) max(-

AX ’ AX
c'est-a-dire
T-—p(X—AX) @(X+AX)-T
S(xT,p) = - -1
(X Top) = ) max(—- == -FZ 2 0)-1

qui se réécrit aussi sous la forme

S(xT,¢) = == C( X (T min (e(x — AX), g(x + AX), T)) - 1
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CONSISTANCE ET MONOTONIE DU SCHEMA

— On a donc, puisquk = AX,

Iim Sz +¢&¢9+¢)

z-Xx,£—-0,h—0

c(x) max@’ (x), —¢’(x),0) — 1
X ¢’ (x) -1

Le schéma est donc consistant.

—> La propriété de monotoni&,(x, T, ¢1) < Si(X, T,¢2), ¥ ¢1 > ¢, de I'opérateur

sxT.e=

T — min(p(X — AX), p(X + AX), T))
est clairement vérifiée.

Le schéma est donc monotone.
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CONVERGENCE DE LA METHODE

STABILITE DU SCHEMA

Le schéma s’écrit
T-T1 Tu-T 0 = ——

]
max , = ,
( Ax AX c(x)
de sorte que s'il existe une constaf¢elle quec(x) > C > 0, on obtient
T-Tia Ta-T 1
0 < max(——=,--—10)< =,
¢ AX AX ) C
ou encore
AX

0< TJ - min('l'j,l,'l'j,'l'jﬂ) < E
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CONVERGENCE DE LA METHODE

STABILITE DU SCHEMA

Fixons une valeur dej et montrons queT; est borné indépendamment de\x.
On se place dans la configuration de I'algorithme ou le tefhpst nouvellement
accepté (gelé),e. il est le plus petit temps des éléments de la narrow band.rsoto
Tj‘1 le temps précédemment accepté.
Au moins un des voisins dE est nécessairement déja accepté, donc plus petit ou
égal aT;*. On a donc

min(T_1, Tj, Tja) < T,

ce qui implique
Ax
O<T -T ' <Tj-min(T_1, T}, Tja) < =

ou encore A
1 X
0<T-T < <

En procédent de la méme maniére fjuh on obtient avec des notations claires

AX
-1 -2
0<T -T, SE.
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CONVERGENCE DE LA METHODE

STABILITE ET CONVERGENCE DU SCHEMA

En réitérant le processus jusqu’a atteindre un te‘ﬁj‘npso correspondant a un point
situé sur le front initial, et en posant par conventionr= Tjo, on obtient

A
0<TE-T < T k=0.141

d’ou finalement A
X
0<T <l—.

I="c

Si le domaine de calcul est borné et de longuelr, et puisquel < L/AXx, la suite
desT, est donc bornée indépendamment dax :

L .
<Ti <= Y.
0<Ti<g Vi

On retrouve la méme borne que dans le cas particulier treég&gdemment (le front
initial n’était composé que d’un unique point).

Le schéma est donc stable, et finalement convergent.
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CONVERGENCE DE LA METHODE

STABILITE ET CONVERGENCE DU SCHEMA

On peutessayerde montrer de la méme maniére la convergence du schéma en 2D.

Plus précisément, pour montrer la stabilité du schéma @nstiue le point dficile
de la démonstration), on procéde comme ci-dessus : le scéiéord

Tij—Ticyy Ty —Tij Tj=Tijr T =Ty 1
max(— =, —— =, 0)" + max(— —, - =,0)" = ,
( AXq AXq ) ( AXo AXo ) c(%ij)
de sorte que s'il existe une constaf¢elle quec(x) > C > 0, on obtient
Tij—Ticyy T =Ty Tij-Tjer Tjaa—-Ty o, 1
0 < max(— = —— = 0) + max(— - =00 < =,
- ( AXy AXy ) ( AXo AXo ) Cc2
Oou encore

. 2 ) 2 max(A\x., Axy)?
0< (Ti,j - mm(Ti—l,jsTi,jvTHl,j)) + (Ti,j - mm(Ti,j—lvTi,J’Tqul)) < %

37/51



CONVERGENCE DE LA METHODE

SIABILITE ET CONVERGENCE DU SCHEMA
En reprenant les notations introduites ci-dessus, on a alor

max(Axa, Ax,)?

0< (Ti,j - T71)2 < c

ij
En réitérant le processus jusqu’a atteindre un te‘ﬁi‘!ps 0 correspondant a un point

situé sur le front initial, et en posant par conventiop= Ti‘j, on obtient

max@Axy, Axz)
C 8

max(@Axz, AXp)

0<TH-T!< k=0,..,1+1, doufinalement

OSTi,jS|

Sile domaine de calcul est borné et de longueuts et L,, et puisque
| < LiLo/Ax1A%,, la suite desT; ; vérifie donc:

max(Axy, AXz)

0< Ti,j <LiL, CraAx,

Yi,j,
ce qui n'est pas assez précis pour obtenir une borne indépeadte deAx;, Axs...

Remarque 7.11 est naturel de se placer sur un domaine borné car dans le cas
contraire, il est clair qu& va tendre vers l'infini.
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IMPLEMENTATION DE LA METHODE

ELEMENTS DE PROGRAMMATION DE LA METHODE FAST-M ARCHING

Pour mettre en ceuvre la méthode, nous aurons a manipulépksableaux :
@ un tableadT (i, ) contenant les valeurg; aux noeuds;;.

@ un tableauTAB(i, j) indiquant la nature du poing; : par exempleTAB(,j) = 1
si le point est geléTAB(i, j) = —1 s'il est dans la harrow band €AB(i,j) = 0
sinon (région far away)

@ un tableatPile(i,j, T(i,j)) contenant les indices des éléments de la narrow band.
Les lignes de Pile seront triées selon les valeurs croissastde la troisieme
colonne. Un algorithme de tri sera donc nécessaire.

@ un tablealPile_tes(i,j) contenant les indices des 4 points voisins d’un point
nouvellement accepté. Ces 4 points, s'ils ne sont pas dé@ptis, seront
ajoutés ensuite au tableRile(i,j, T(i,])) (s'ils ne sont pas déja dedans) et la
valeur deT (i, ) (re)calculée.
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IMPLEMENTATION DE LA METHODE

ELEMENTS DE PROGRAMMATION DE LA METHODE FAST-M ARCHING

Le schéma s’écrit
-Ti- u Ty -
AXy AXy

Tij 0y —Tija T —Tij 07 = 1

Axp AXo c(xi;)
Pour mettre & jour la narrow band a chaque itération, noemsemenés a chercher

Ti; solution de cette équation, les valeurst}) := (Ti_1j, Ti+1;) et
(ts, ta) := (Tij-1, Tij+2) étant fixées. Il s'agira donc de trouvsolution de

ta—-60 1
0f = =,
AXp ’ ) c?

max( + max(

,—

_Axl’

AX 2 c?’
ou pour alléger Ies notations, on a noté c(x;;).

1 (9 mln(tl,tz,a)) +ixz(9 mln(t3,t4,9)) 1
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En posanh; = Axg, hy, = Axp, vi = min(ty, t2) etv, = min(ts, t5), 'équation s’écrit
aussi 1 N .
. 2 ) 2

h_f(g - min(vs.0)) + h_g(e —min(vz.6)) = >
Il'y a plusieurs cas :
0> vy ET 0 >V, . Onrésout le polynédme
1 2 1 2 1
h—i(é’— Vl) + h—g(a—V2) = ?

La plus grande des deux racines de ce polyndme est donnée par

h2v; + h2v, hih, \/ h2 + h2
= + —(Vo—wp)2+ 22
R+ h+h (V2= + =

et vérifie les contrainte > v, etd > v, sous la condition

Vi< oS>,
V-vi<®osiov<w.

On vérifie aisément que ces conditions assurent la positiéitdu terme sous la
racine.
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Remarquons que lorsqie = h, = h, on trouve

Vi + V. 1/ 2h?
0= 12 2+§ —(V2—V1)2+?

et les contrainte8 > v, eto > v, sont vérifiéesous la condition

. h
maxfv, v2) — min(vy, v2) < s
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Vo < 6 <vp 1 Onrésout le polynéme

1 1
h—g(g—"Z)zz @

ce qui donne
h,
0=V, + —.
c

Les contraintes, < 4 < v; sont vérifieesous la condition
h,
Vi—Vp > —.
c
Remarquons que lorsqime = h, = h, on trouve
. h
0 = min(vy, Vo) + p
et les contraintes, < 6 < v, sont vérifieéesous la condition
max s, Vo) — min(vy, Vo) > r
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Vi <0 <V, Onrésout le polynéme

1 1
h—i(g—"l)zz @

ce qui donne
h
0=v,+ —l
c

Les contraintes; < 4 < v, sont vérifieesous la condition
hy
Vo —Vp > —.
c
Remarquons que lorsqume = h, = h, on retrouve
. h
6 = min(vy, Vo) + p
et les contrainteg, < 6 < v, sont vérifieesous la méme condition
max s, Vo) — min(vy, Vo) > r
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Remarque 8.La situationd < min(vy, v») n'est pas envisageable, car au moins un des
voisins du point associé@est déja accepté en pratique et la vitesse de propagation
du front est supposée strictement positive.

Résumé lorsquen; = h, = h.

— Si maX(\/]_,Vz) - min(V]_,Vz) < E,

_ Vi1 + Vo 1 / 2 2h?
6= > + > (V2 Vl) + -

Onaalord) > vy etd > vs.
— Simaxf, V2) — minvy, v) > 8,
. h
0 = min(vy, Vo) + r

On a alors min, v2) < 8 < maxi, V).
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Nous décrivons maintenant brievement I'algorithme de tri par tas, ou heap frog
(voir par exemple le site wikipedia).

On souhaite trier les éléments d'un vecteule dimensiom.

L'idée principale de I'algorithme consiste a voir le veateiwomme un arbre
binaire : le premier élément est la racine, le deuxiéme eblsiéme sont les deux
descendants du premier élément, ...

Dans l'algorithme, on cherchera plus précisément a obtenias, c’'est-a-dire un
arbre binaire vérifiant les propriétés suivantes :

@ la différence maximale de profondeur entre deux feuilles est de.1aoutes les
feuilles se trouvent sur la derniére ou sur I'avant-demliigne)

@ les feuilles de profondeur maximale sont tassées sur lehgauc

@ chaque nceud est de valeur supérieure (resp. inférieure) altes de ses deux
fils pour un tri ascendant (resp. descendant)
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Notons dés a présent que pour un tableau indicé a partir de dlelix descendants de
I'élément d’'indicen sont les éléments d’indicesm 2t 2n + 1.

En d’autres termes, les nceuds de I'arbre sont placés daaiséat ligne par ligne,
chaque ligne étant décrite de gauche a droite.

Remarquons que si le tableau n’est pas de taflle 2, les branches ne se finissent
pas toutes a la méme profondeur.

Pour fixer les idées, on se focalise désormais sur le tri cr@iant.
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Supposons le tas de départ obterel,supposons que I'arbre binaire associé au
vecteurv soit un tasL’algorithme est le suivant :

1. On échangev(1) (le plus grand élément) g{n). L'arbre associé au
vecteurv (privé ou non de sa derniére composante) n’est donc plus
un tas. En revanche, le dernier élément du vecteur est désorm
bien placé, on n’y touchera plus.

2. Le vecteuw privé de sa derniére composante est presque un tas,
I'élémentv(1) (la racine) étant essentiellement le seul mal placé.
On tamisealors ce vecteur de dimension- 1. L'opération de
tamisage, ou percolation, consiste a échanger la racind@yus
grand de ses fils, et ainsi de suite récursivement jusqu’a’'eie
soit i¢3 sa place dans ce nouveau vecteur de dimensied, i.e.
jusqu’a obtenir un nouveau tas (de dimengionl).

3. Onretourne en 1. avat«— n— 1.

Pour construire un tas a partir d'un arbre quelconque (étépiialisation), on
tamise les racines de chaque sous-tas, de bas en haut ([partassante) et de
droite a gauche.
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Voici le script Scilab de I'algorithme :

function [v] = tamiser(v,i,n)
k=i;j=2%*k;

while (j <=n) then

if ((+1) <=n&v(+1)>v(j))then
j=j+1;

end

if (v(k) <v(j)) then

temp= v(k) ; v(k) = v(j) ; v(j) =temp;

k=j;j=2"k;
else

j=n+1

end

end

endfunction
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function [v] = heap_sort(v)
n=max(size(v))

// construction du tas de départ

fori=n:-1:1
v = tamiser(v,i,n)
end

// échange et tamisage
fori=n:-1:2
temp=v(i);

v(i) = v(1);

v(1) = temp;

v = tamiser(v,1,i-1)
end

endfunction

51/51



	Notations
	Un premier exemple de schéma convergent
	Schémas aux différences finies pour une équation de type Eikonale 1D
	Schémas aux différences finies pour une équation de type Eikonale 2D
	Quelques exemples de schémas convergents
	Schémas aux différences finies d'ordre élevé en espace
	Schémas aux différences finies d'ordre élevé en temps
	Rappels
	Principe de la méthode Fast-Marching
	Description de la méthode Fast-Marching
	Convergence de la méthode
	Implémentation de la méthode

