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S  ́ ’ ́  H-J

On considère l’équation de Hamilton-Jacobi suivante

F (y,u(y),∇u(y)
)

= 0, ∀y ∈ Ω (1)

oùΩ est un ouvert deRm (m≥ 1) etF : Rm× R × Rm→ R est une fonction continue.

Exemple : équation Eikonale

On cherche une fonctionu = u(X, t) telle que

∂tu+ ||∇Xu|| = 0.

Ici y = (X, t) et
∇u = (∇Xu, ∂tu)t .

L’objectif est maintenant d’énoncer une théorème général de convergence d’une
solution approchée d’un schéma numérique vers la solution de viscosité de l’équation
de Hamilton-Jacobi (1).

Nous verrons que les hypothèses seront principalement liées à lamonotonie, la
stabilité et laconsistancede l’approximation proposée.
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N
−→ SoitG un maillage régulier deΩ et h le pas de discrétisation.

Un exemple de maillage pourΩ ⊂ R2 : h = (∆x,∆t)

∆t

∆x

uh
l

On noterauh
l l’approximation de la solution en un point courantyl du maillage

−→ Soit le schéma numérique abstrait défini par les équations

Sh(yl ,u
h
l ,u

h) = 0, ∀yl ∈ G, (2)

où uh
l ≈ u(yl ) et uh est l’interpolée de (uh

l )l sur la grilleG
(i.e. la fonction qui vautuh

l enyl )
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D́

SoitSh : Ω × R × C1(Ω,R)→ R l’opérateur associé au schéma numérique (2). On
suppose queSh est régulier.
On introduit les définitions suivantes.

Définitions : monotonie, stabilité et consistance

On dit que le schéma numérique (2) est

monotonesi et seulement si

Sh(y,u, ϕ1) ≤ Sh(y,u, ϕ2) ∀ϕ1 ≥ ϕ2
(

i.e. ϕ1(y) ≥ ϕ2(y) ∀y ∈ Ω)

stablesi et seulement siuh
= (uh

l )l définie par (2) est bornée
indépendamment deh

consistantsi et seulement si l’égalité suivante est satisfaite pour toute fonction
ϕ ∈ C1(Ω,R)

lim
h→0

Sh(y, ϕ(y), ϕ) = F (y, ϕ(y),∇ϕ(y)
)
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T́̀ ́́  

Le résultat général de convergence s’énonce alors comme suit.
(voir le polycopié pour la démonstration)

Théorème

On suppose que le principe d’unicité forte est vérifié et que le schéma numérique (2)
estmonotone, stableet consistant.
Alors, l’interpoléeuh converge uniformément vers l’unique solution de viscositéu de
(1) lorsqueh→ 0 (i.e. uh

l → u(yl ) uniformément enl lorsqueh tend vers 0)
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U    ́ 

−→ On s’intéresse à la discrétisation de l’équation Eikonale 1D
{

∂tu(x, t)+ | ∂xu(x, t) |= 0, x ∈ R, t > 0,
u(x, 0) = u0(x)

(3)

−→ En reprenant les notations utilisées précédemment, on a ici

y = (x, t), F (y, u(y),∇u(y)
)

= ∂tu(y)+ | ∂xu(y) |

−→ Le pas du maillage sera notéh = (∆x,∆t), et un point du maillage sera noté
(xj , tn) avecxj = j∆x, tn = n∆t, et

un
j ≈ u(yn

j ) = u(xj , t
n).
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U    ́ 

−→ On s’intéresse à la discrétisation de l’équation Eikonale 1D
{

∂tu(x, t)+ | ∂xu(x, t) |= 0, x ∈ R, t > 0,
u(x,0) = u0(x)

à l’aide du schéma aux différences finies défini par

un+1
j − un

j

∆t
+max(

un
j − un

j−1

∆x
,−

un
j+1 − un

j

∆x
) = 0, ∀ j, ∀ n.

∆t

∆x

tn

xj

un
j

un+1
j

un
j−1 un

j+1
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−→ On définit l’opérateurSh en considérant le point courantyn+1
j = (xj , tn+1) :

Sh(y
n+1
j ,u

n+1
j ,u

h) =
un+1

j − un
j

∆t
+max(

un
j − un

j−1

∆x
,−

un
j+1 − un

j

∆x
) = 0, ∀ j, ∀ n.

−→ On a alors

Sh(yn+1
j ,u

n+1
j ,u

h) =
un+1

j − uh(yn
j )

∆t
+max(

uh(yn
j ) − uh(yn

j−1)

∆x
,−

uh(yn
j+1) − uh(yn

j )

∆x
)

c’est-à-dire

Sh
(

y = (x, t), u, ϕ
)

=
u− ϕ(x, t − ∆t)

∆t
+

max(
ϕ(x, t − ∆t) − ϕ(x− ∆x, t − ∆t)

∆x
,−ϕ(x+ ∆x, t − ∆t) − ϕ(x, t − ∆t)

∆x
).
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C  ́

Pour la consistance, on s’intéresse à la limite lorsqueh tend vers 0 de

Sh
(

y = (x, t), ϕ(y), ϕ
)

=
ϕ(x, t) − ϕ(x, t − ∆t)

∆t
+

max(
ϕ(x, t − ∆t) − ϕ(x− ∆x, t − ∆t)

∆x
,−ϕ(x+ ∆x, t − ∆t) − ϕ(x, t − ∆t)

∆x
).

On a donc, puisqueh = (∆x,∆t),

lim
h→0

Sh(y = (x, t), ϕ(y), ϕ) = ∂tϕ(x, t) +max(∂xϕ(x, t),−∂xϕ(x, t))

= ∂tϕ(x, t)+ | ∂xϕ(x, t) |
= F (y, ϕ(y),∇ϕ(y)

)

.

Le schéma est donc consistant.
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R  ’́ Sh

Les propriétés demonotonieet destabilité du schéma proposé s’obtiendront
facilement à partir de la réécriture équivalente suivante de l’opérateurSh.

Sh
(

y = (x, t),u, ϕ
)

=
u− ϕ(x, t − ∆t)

∆t
+

max(
ϕ(x, t − ∆t) − ϕ(x− ∆x, t − ∆t)

∆x
,−ϕ(x+ ∆x, t − ∆t) − ϕ(x, t − ∆t)

∆x
)

=
u− ϕ(x, t − ∆t)

∆t
+
ϕ(x, t − ∆t)
∆x

−min(
ϕ(x− ∆x, t − ∆t)

∆x
,
ϕ(x+ ∆x, t − ∆t)

∆x
)

=
u− T∆x,∆t(ϕ(., t − ∆t))

∆t

avec

T∆x,∆t
(

ϕ(., t − ∆t)
)

= (1− λ)ϕ(x, t − ∆t) + λmin
(

ϕ(x− ∆x, t − ∆t), ϕ(x+ ∆x, t − ∆t)
)

etλ =
∆t
∆x

.
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M  ́

On a

Sh
(

y = (x, t),u, ϕ
)

=
u− T∆x,∆t(ϕ(., t − ∆t))

∆t
avecλ = ∆t/∆x et

T∆x,∆t
(

ϕ(., t − ∆t)
)

= (1− λ)ϕ(x, t − ∆t) + λmin
(

ϕ(x− ∆x, t − ∆t), ϕ(x+ ∆x, t − ∆t)
)

.

La propriété de monotonie

Sh(y, u, ϕ1) ≤ Sh(y,u, ϕ2) ∀ϕ1 ≥ ϕ2
(

i.e. ϕ1(y) ≥ ϕ2(y) ∀y ∈ Ω)

du schéma est donc vérifiée si et seulement si l’opérateurT∆x,∆t estmonotone
croissant.

Le schéma est donc monotone sous la condition CFL0 ≤ λ = ∆t
∆x
≤ 1.
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S́  ́
En reprenant les calculs précédents, le schéma

un+1
j − un

j

∆t
+max(

un
j − un

j−1

∆x
,−

un
j+1 − un

j

∆x
) = 0

s’écrit aussi
un+1

j = (1− λ)un
j + λmin

(

un
j−1,u

n
j+1

)

.

Sous la condition CFL 0≤ λ ≤ 1, il est clair que

min
k

un
k ≤ un+1

j ≤ max
k

un
k, ∀j.

Par récurrence, on obtient alors

min
k

u0
k ≤ un

j ≤ max
j

u0
k, ∀j,n.

Si la donnée initialeu0 est bornée (m≤ u0(x) ≤ M ∀x), la suite (un
j ) l’est donc aussi :

m≤ min
k

u0
k ≤ un

j ≤ max
j

u0
k ≤ M, ∀j,n.

Le schéma est donc stable sous la condition CFL0 ≤ λ ≤ 1 pourvu que la donnée
initiale u0 soit bornée.
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P  

1 N

2 U    ́ 

3 S́  ́    ́   E 1D

4 S́  ́    ́   E 2D

5 Q   ́ 

6 S́  ́  ’ ́́  

7 S́  ́  ’ ́́  
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S́  ́ 

On s’intéresse à la discrétisation de l’équation de type Eikonale 1D suivante
{

∂tu(x, t) +G
(

x, ∂xu(x, t)
)

= 0, x ∈ R, t > 0,
u(x, 0) = u0(x)

(4)

avec par exempleG
(

x, ∂xu(x, t)
)

= F(x) | ∂xu(x, t) | (équation habituelle).

−→ En reprenant les notations utilisées précédemment, on a ici

y = (x, t), F (y,u(y),∇u(y)
)

= ∂tu(y) + G
(

x, ∂xu(y)
)

−→ Le pas du maillage sera notéh = (∆x,∆t), et un point du maillage sera noté
(xj , tn) avecxj = j∆x, tn = n∆t, et

un
j ≈ u(yn

j ) = u(xj , t
n).

On se propose d’utiliser unschéma aux différences finiesde la forme suivante :

un+1
j − un

j

∆t
+ g(xj ,

un
j − un

j−1

∆x
,
un

j+1 − un
j

∆x
) = 0, ∀n, ∀ j,
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L   ́ 

On remarque tout d’abord que la fonctionv(x, t) = ∂xu(x, t) est solution de l’équation

∂tv(x, t) + ∂xG(x, v(x, t)) = 0. (5)

Il s’agit d’uneéquation hyperbolique, appelée aussiloi de conservation scalaire.

Un schéma donné par la méthode des volumes finis pour cette équation s’écrit alors

vn+1
j − vn

j

∆t
+

gn
j+1/2 − gn

j−1/2

∆x
= 0, n ≥ 0, j ∈ Z,

où gn
j+1/2 := g(xj , vn

j , v
n
j+1) représente une approximation du flux G sur l’interfacexj et

entre les instantstn et tn+1. La quantitévn
j ≃

un
j − un

j−1

∆x
représente alors une

approximation de la solution sur l’intervalle [xj−1, xj [.

On peut montrer que sous certaines hypothèses , les fonctions g utilisées pour
approcher l’équation (5) conviennent également pour l’approximation de l’équation
de Hamilton-Jacobi (4).
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E  ’́ Sh

−→ On s’est proposé d’utiliser unschéma aux différences finiesde la forme

un+1
j − un

j

∆t
+ g(xj ,

un
j − un

j−1

∆x
,
un

j+1 − un
j

∆x
) = 0, n ≥ 0, j ∈ Z.

−→ On définit l’opérateurSh en considérant le point courantyn+1
j = (xj , tn+1) :

Sh(yn+1
j ,u

n+1
j ,u

h) =
un+1

j − un
j

∆t
+ g(xj ,

un
j − un

j−1

∆x
,
un

j+1 − un
j

∆x
)

−→ On a alors

Sh(yn+1
j , u

n+1
j ,u

h) =
un+1

j − uh(yn
j )

∆t
+ g(xj ,

uh(yn
j ) − uh(yn

j−1)

∆x
,
uh(yn

j+1) − uh(yn
j )

∆x
)

c’est-à-dire

Sh
(

y = (x, t), u, ϕ
)

=
u− ϕ(x, t − ∆t)

∆t
+

g(x,
ϕ(x, t − ∆t) − ϕ(x− ∆x, t − ∆t)

∆x
,
ϕ(x+ ∆x, t − ∆t) − ϕ(x, t − ∆t)

∆x
).
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C  ́

L’opérateurSh est défini par

Sh
(

y = (x, t), u, ϕ
)

=
u− ϕ(x, t − ∆t)

∆t
+

g(x,
ϕ(x, t − ∆t) − ϕ(x− ∆x, t − ∆t)

∆x
,
ϕ(x+ ∆x, t − ∆t) − ϕ(x, t − ∆t)

∆x
).

Pour la consistance, on s’intéresse à la limite lorsqueh tend vers 0 de

Sh
(

y = (x, t), ϕ(y), ϕ
)

=
ϕ(x, t) − ϕ(x, t − ∆t)

∆t
+

g(x,
ϕ(x, t − ∆t) − ϕ(x− ∆x, t − ∆t)

∆x
,
ϕ(x+ ∆x, t − ∆t) − ϕ(x, t − ∆t)

∆x
).

On a donc, puisqueh = (∆x,∆t),

lim
h→0

Sh(y, ϕ(y), ϕ) = ∂tϕ(x, t) + g(x, ∂xϕ(x, t), ∂xϕ(x, t)).

Le schéma est donc consistant si et seulement sig(x, v, v) = G(x, v) ∀ x, v ∈ R.
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R  ’́ Sh

Les propriétés demonotonieet destabilité du schéma proposé s’obtiendront
facilement à partir de la réécriture équivalente suivante de l’opérateurSh.

Sh
(

y = (x, t),u, ϕ
)

=
u− ϕ(x, t − ∆t)

∆t
+

g(x,
ϕ(x, t − ∆t) − ϕ(x− ∆x, t − ∆t)

∆x
,
ϕ(x+ ∆x, t − ∆t) − ϕ(x, t − ∆t)

∆x
)

=
u− T∆x,∆t(ϕ(., t − ∆t))

∆t
avec

T∆x,∆t
(

ϕ(., t − ∆t)
)

=

ϕ(x, t − ∆t) − ∆t g(x,
ϕ(x, t − ∆t) − ϕ(x− ∆x, t − ∆t)

∆x
,
ϕ(x+ ∆x, t − ∆t) − ϕ(x, t − ∆t)

∆x
).
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M  ́

On a

Sh
(

y = (x, t),u, ϕ
)

=
u− T∆x,∆t(ϕ(., t − ∆t))

∆t
avec

T∆x,∆t
(

ϕ(., t − ∆t)
)

=

ϕ(x, t − ∆t) − ∆t g(x,
ϕ(x, t − ∆t) − ϕ(x− ∆x, t − ∆t)

∆x
,
ϕ(x+ ∆x, t − ∆t) − ϕ(x, t − ∆t)

∆x
).

La propriété de monotonie

Sh(y, u, ϕ1) ≤ Sh(y,u, ϕ2) ∀ϕ1 ≥ ϕ2
(

i.e. ϕ1(y) ≥ ϕ2(y) ∀y ∈ Ω)

du schéma est donc vérifiée si et seulement si l’opérateurT∆x,∆t estmonotone
croissant.
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M  ́

On remarque par ailleurs que l’expression de l’opérateur

T∆x,∆t
(

ϕ(., t − ∆t)
)

=

ϕ(x, t − ∆t) − ∆t g(x,
ϕ(x, t − ∆t) − ϕ(x− ∆x, t − ∆t)

∆x
,
ϕ(x+ ∆x, t − ∆t) − ϕ(x, t − ∆t)

∆x
).

ne dépend que deϕ(x− ∆x, t − ∆t), ϕ(x, t − ∆t) etϕ(x+ ∆x, t − ∆t).

Il est clair que l’opérateurT∆x,∆t estmonotone croissantsi et seulement siil l’est vis
à vis de chacune de ces quantités (les autres étant fixées).

On remarque tout de suite que l’opérateurT∆x,∆t estmonotone croissantvis à vis de
ϕ(x− ∆x, t − ∆t) si et seulement sig est croissante par rapport à sa deuxième variable.
On notera g(., ↑, .) cette propriété.

De même, on remarque que l’opérateurT∆x,∆t estmonotone croissantvis à vis de
ϕ(x+ ∆x, t − ∆t) si et seulement sig est décroissante par rapport à sa troisième
variable.On notera g(., ., ↓) cette propriété.
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M  ́

On rappelle que l’opérateurT∆x,∆t est défini par

T∆x,∆t
(

ϕ(., t − ∆t)
)

=

ϕ(x, t − ∆t) − ∆t g(x,
ϕ(x, t − ∆t) − ϕ(x− ∆x, t − ∆t)

∆x
,
ϕ(x+ ∆x, t − ∆t) − ϕ(x, t − ∆t)

∆x
).

Supposons que l’application (x, v−, v+)→ g(x, v−, v+) soit dérivable par rapport àv−

et v+ et introduisons les notationsg− = ∂v−g et g+ = ∂v+g.

L’opérateurT∆x,∆t estmonotone croissantvis à vis deϕ(x, t − ∆t) si et seulement si

1− ∆t
∆x
(

g−(x, v−, v+)−g+(x, v−, v+)
) ≥ 0, (avecv± = ±ϕ(x± ∆x, t − ∆t) − ϕ(x, t − ∆t)

∆x
),

c’est-à-dire finalement si et seulement si

∆t
∆x

(

g−(x, v−, v+) − g+(x, v−, v+)
) ≤ 1, ∀v± ∈ R, ∀ x ∈ R.

Cette condition est appelée condition CFL.
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M  ́

On obtient finalement le théorème suivant.

Monotonie du schéma

On suppose queg est localement lipschitzienne.
Alors, l’opérateurT∆x,∆t estmonotone croissantsi et seulement sig(., ↑, .), g(., ., ↓) et
la condition CFL suivante est satisfaite pour presque tout (x, v−, v+) ∈ R3 :

∆t
∆x
(

g−(x, v−, v+) − g+(x, v−, v+)
) ≤ 1.

On rappelle que d’après le théorème de Rademacher, toute fonction lipschitzienne
sur un intervalle réel est dérivable presque partout pour lamesure de Lebesgue.

Lorsqueg(x, v−, v+) = max(v−,−v+) comme dans le premier exemple, on trouve

g−(x, v−, v+) =

{

1 si v− ≥ −v+,
0 sinon,

g+(x, v−, v+) =

{

0 si v− ≥ −v+

−1 sinon,

et on retrouve donc la condition CFL précédente 0≤ λ = ∆t
∆x
≤ 1.
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S́  ́

On montre le théorème suivant.

Stabilité du schéma

SoitT > 0 et∆t =
T
N

. On suppose que l’opérateurT∆x,∆t estmonotone croissantet

que la donnée initialeu0 est lipschitzienne surR (elle est donc localement bornée).
Alors le schéma aux différences finies proposé est stable au sens suivant

∃C > 0,∀n ∈ [0,N]
⋂

N,

max
j
|un

j | ≤ max
j
|u0

j | + CT.

si de plusg(.,0,0) = 0, alors le principe du maximum suivant est vérifié :

∀j, m≤ u0
j ≤ M =⇒ ∀j,n, m≤ un

j ≤ M.

La constanteC dépend éventuellement deT et de la donnée initialeu0, maisne
dépend pas deh = (∆x,∆t).

La monotonie du schéma entraîne donc ici sa stabilité.
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C  ́

Théorème de convergence

Supposons que la donnée initialeu0 soit lipschitzienne surR et queg soit localement
lipschitzienne. Alors le schéma aux différences finies































un+1
j − un

j

∆t
+ g(xj ,

un
j − un

j−1

∆x
,
un

j+1 − un
j

∆x
) = 0, n ≥ 0, j ∈ Z,

u0
j = u0(xj ), j ∈ Z.

estconvergentsi g(x, v, v) = G(v) (consistance),g(., ↑, .), g(., ., ↓) et la condition CFL
suivante est satisfaite pour presque tout (x, v−, v+) ∈ R3 :

∆t
∆x
(

g−(x, v−, v+) − g+(x, v−, v+)
) ≤ 1

(monotonie et stabilité).
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S́  ́ 

On s’intéresse à la discrétisation de l’équation de Hamilton-Jacobi 2D suivante
{

∂tu(x, t) +G
(

x, ∂xu(x, t), ∂yu(x, t)
)

= 0, x = (x, y) ∈ R2, t > 0,
u(x,0) = u0(x)

(6)

On se propose d’utiliser unschéma aux différences finiesde la forme suivante :






























un+1
i,j − un

i,j

∆t
+ g(xi,j ,

un
i,j − un

i−1,j

∆x
,
un

i+1,j − un
i,j

∆x
,
un

i,j − un
i,j−1

∆y
,
un

i,j+1 − un
i,j

∆y
) = 0, n ≥ 0, i, j ∈ Z,

u0
i,j = u0(xi,j ), j ∈ Z.

où on a notéxi,j = (xi , yj).

On introduit les notations suivantes

(x, v−1 , v
+

1 , v
−
2 , v

+

2 )→ g(x, v−1 , v
+

1 , v
−
2 , v

+

2 ),

g−1 (x, v−1 , v
+

1 , v
−
2 , v

+

2 ) = ∂v−1
g(x, v−1 , v

+

1 , v
−
2 , v

+

2 ),

g+1 (x, v−1 , v
+

1 , v
−
2 , v

+

2 ) = ∂v+1
g(x, v−1 , v

+

1 , v
−
2 , v

+

2 ),

g−2 (x, v−1 , v
+

1 , v
−
2 , v

+

2 ) = ∂v−2
g(x, v−1 , v

+

1 , v
−
2 , v

+

2 ),

g+2 (x, v−1 , v
+

1 , v
−
2 , v

+

2 ) = ∂v+2
g(x, v−1 , v

+

1 , v
−
2 , v

+

2 ).
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C  ́

On montre alors les points suivants de la même manière que pour l’équation 1D.

Le schéma est consistant si et seulement sig(x, v1, v1, v2, v2) = G(x, v1, v2)
∀ x ∈ R2, v1, v2 ∈ R.

Le schéma est monotone si et seulement sig(., ↑, ↓, ↑, ↓) et la condition CFL
suivante est satisfaite pour presque tout(x, v−1 , v

+

1 , v
−
2 , v

+

2 ) ∈ R5 :

∆t
∆x

(

g−1 (x, v−1 , v
+

1 , v
−
2 , v

+

2 ) − g+1 (x, v−1 , v
+

1 , v
−
2 , v

+

2 )
)

+

∆t
∆y

(

g−2 (x, v−1 , v
+

1 , v
−
2 , v

+

2 ) − g+2 (x, v−1 , v
+

1 , v
−
2 , v

+

2 )
) ≤ 1.

La monotonie du schéma entraîne sa stabilité.
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S́  L-F (O  S,  1991)

Schéma deLax-Friedrichs global

gLF(., v−, v+) = G(.,
v− + v+

2
) − 1

2
α (v+ − v−)

avec
α = max

v
| ∂vG(., v) | .

Schéma deLax-Friedrichs local

gLLF(., v−, v+) = G(.,
v− + v+

2
) − 1

2
α(v−, v+) (v+ − v−)

avec
α = max

v∈I (v−,v+)
| ∂vG(., v) | .



33/54

N U    ́  S́  ́    ́   E 1D S́  ́    ́

S́  G  R (O  S,  1991)

Schéma deGodunov

gG(., v−, v+) =

{

min[v−,v+ ] G(., v) si v− ≤ v+,
max[v+,v− ] G(., v) si v+ ≤ v−.

Schéma deRoe

gR(., v−, v+) =

{

G(., v⋆) si ∂vG(., v) ne change pas de signe surI (v−, v+),
gLF(., v−, v+) sinon,

avec

v⋆ =

{

v− si ∂vG(., v) ≥ 0,
v+ sinon.
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S́  O-S (O  S,  1988)

Lorsque G(., v) = f (v2) avecf monotone :

gOS(., v−, v+) = f (v2),

avec

v2
=

{

min(v−, 0)2 +max(v+,0)2 si f ′ ≤ 0,
min(v+, 0)2 +max(v−,0)2 sinon.
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5 Q   ́ 

6 S́  ́  ’ ́́  

7 S́  ́  ’ ́́  



36/54

N U    ́  S́  ́    ́   E 1D S́  ́    ́

A   ’  ́    ́

Les schémas aux différences finies proposés ci-dessus sont souvent appelés
schémas monotones.

Les schémas monotones convergent vers l’unique solution deviscositéde
l’équation de Hamilton-Jacobi considérée.
(rappelons que dans ce contexte la monotonie du schéma entraîne sa stabilité)

On peut montrer quel’erreur entre la solution numérique d’un schéma monotone et
la solution de viscosité de l’équation de Hamilton-Jacobi considérée, mesurée en
normeL∞, est au moins d’ordre1/2

(

i.e.enO(
√
∆x)
)

.

On montre également que pour des solutions régulièresles schémas monotones ne
peuvent pas être d’ordre plus élevé que1.

Les schémas monotones vont néanmoins être utilisés pour construire des schémas
(non monotones) d’ordre élevéen espace. La construction de schémas d’ordre élevé
en tempsinterviendra dans un second temps.

Les stratégies utilisées seront du typeinterpolation polynômiale, ENOet WENOet
seront décrites en une dimension d’espace uniquement (l’extension au cas multi-D
étant immédiate).
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R́́  ́ 

Nous avons considéré jusque là unschéma aux différences finiesde la forme

un+1
j − un

j

∆t
+ g(xj ,

un
j − un

j−1

∆x
,
un

j+1 − un
j

∆x
) = 0, n ≥ 0, j ∈ Z

que l’on peut aussi réécrire

un+1
j − un

j

∆t
+ g(xj , v−j , v

+

j ) = 0, n ≥ 0, j ∈ Z
avec

v−j =
un

j − un
j−1

∆x
, v+j =

un
j+1 − un

j

∆x
.

Ainsi, v−j et v+j représentent des approximations de la dérivée∂xu(xj , tn) à gauche et à
droite du pointxj .
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R́́  ́ 

SoitS− = {xj−1, xj} et p−(x) le polynômede degré 1qui interpole la fonctionun en
chaque point deS−, i.e. tel quep−(xj−1) = un

j−1 etp−(xj) = un
j . On remarque alors que

v−j =
un

j − un
j−1

∆x
= p′−(xj).

De même, soitS+ = {xj , xj+1} etp+(x) le polynômede degré 1qui interpole la
fonctionun en chaque point deS+, i.e. tel quep+(xj) = un

j etp+(xj+1) = un
j+1. On

remarque alors que

v+j =
un

j+1 − un
j

∆x
= p′

+
(xj).

On associe l’ordre du schéma au degré du polynôme d’interpolation choisi.

On peut ainsi construire des schémas d’ordre élevé basés surdes
approximations d’ordre plus élevé des dérivées à gauche et àdroite de ∂xu(xj , tn).
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C ’ ́ ’ 2  

SoitS− = {xj−1, xj , xj+1} et p−(x) le polynômede degré 2qui interpole la fonctionun

en chaque point deS−, i.e. tel quep−(xj−1) = un
j−1, p−(xj) = un

j et p−(xj+1) = un
j+1.

On pose alors

v−j = p′−(xj) =
1

2∆x

(

un
j+1 − un

j−1

)

.

De même, soitS+ = {xj−1, xj , xj+1} etp+(x) le polynômede degré 2qui interpole la
fonctionun en chaque point deS+, i.e. tel quep+(xj−1) = un

j−1, p+(xj) = un
j et

p+(xj+1) = un
j+1.

On pose alors
v+j = p′

+
(xj) = v−j .
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C ’ ́ ’ 3  

SoitS− = {xj−2, xj−1, xj , xj+1} et p−(x) le polynômede degré 3qui interpole la fonction
un en chaque point deS−, i.e. tel quep−(xj−2) = un

j−2, p−(xj−1) = un
j−1, p−(xj) = un

j et
p−(xj+1) = un

j+1. On pose alors

v−j = p′−(xj) =
1
∆x
(1
6

un
j−2 − un

j−1 +
1
2

un
j +

1
3

un
j+1

)

.

De même, soitS+ = {xj−1, xj , xj+1, xj+2} et p+(x) le polynômede degré 2qui interpole
la fonctionun en chaque point deS+, i.e. tel quep+(xj−1) = un

j−1, p+(xj) = un
j ,

p+(xj+1) = un
j+1 etp+(xj+2) = un

j+2. On pose alors

v+j = p′
+
(xj) =

1
∆x
( − 1

3
un

j−1 −
1
2

un
j + un

j+1 −
1
6

un
j+2

)

..

Pour des questions de stabilité, on ne peut pas tropdécalerle stencil d’un côté ou
de l’autre. Habituellement, le décalage se fait sur un point.
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S́ ’ ́́  

On peut construire des schémas d’ordre quelconqueen espace par ce procédé
d’interpolation polynômiale.

Ces schémasmarchent parfaitement pour le calcul numérique de solutions
régulières, maispeuvent générer des oscillationslorsqu’il s’agit d’approcher des
solutions de viscosité non différentiables par exemple.

Pour éviter ces oscillations parasites, on utilise les stratégies de reconstruction
ENO et WENO (pourEssentially Non Oscillatoryet Weighted Essentially Non
Oscillatory).
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S́ ’ ́́  

L’objectif est d’obtenir un schéma précis dans les zones de régularité de la
fonction et qui n’oscille pas dans les zones de discontinuité de la dérivée de la
fonction (près deskinks)

L’idée générale est queles oscillations parasites apparaissent parce que le stencil
Speut traverser une discontinuité de la dérivée.

Pour remédier à ce problème il est possible delimiter les approximations à l’aide de
limiteurs de pente, stratégie que nous ne détaillerons pas ici.

Nous étudions ici les procédures ENO et WENO(voir les travaux de Osher et Shu,
SINUM 1991).
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L ́ ENO

Supposons que l’objectif soit de calculerv−j à l’aide d’un polynôme d’interpolationp
de degrék ≥ 2 interpolant la fonctionun en chaque point d’un stencilSk

−.

On suppose que le stencilScontient les points du stencilS1
− = {xj−1, xj} associé à un

schéma d’ordre 1.

Rappelons la définition des différences divisées de Newton :

ϕ[j] = ϕ(xj), ϕ[j, j + 1] =
ϕ[j + 1] − ϕ[j]

xj+1 − xj
,

et plus généralement

ϕ[j, . . . , j +m] =
ϕ[j + 1, . . . , j +m] − ϕ[j, . . . , j +m− 1]

xj+m − xj
.

On a alors par exemple

p1
−(x) = un[j] + un[j − 1, j](x− xj).
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L ́ ENO

On va ajouter successivement des points dans le stencilS1
− pour finalement former le

stencilSk
− formé dek+ 1 points (car on veut un polynôme de degrék).

A chaque étape, on ajoute soit le voisin gauche soit le voisindroit dans le stencil.
Dans la première étape par exemple, on ajoute soitxj−2 soitxj+1 au stencilS1

−.

Pour choisir entre les deux points, on part du principe que l’objectif est d’améliorer
la précision du schéma sans trop s’éloigner du stencil précédent supposé conduire à
un schéma avec peu ou pas d’oscillations (c’est le cas du stencil S1

−).

NotonsS2l
− = {xj−2, xj−1, xj} et S2r

− = {xj−1, xj , xj+1} les deux stencils candidats à devenir
S2
−, etp2l

− et p2r
− les polynômes d’interpolation correspondants. On a

p2l
− = p1

−(x) + un[j − 2, j − 1, j](x− xj−1)(x− xj)

et
p2r
− = p1

−(x) + un[j − 1, j, j + 1](x− xj−1)(x− xj)
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L ́ ENO

On pose alorsS2
− = S2l

− si

| un[j − 2, j − 1, j] |<| un[j − 1, j, j + 1] |

et S2
− = S2r

− si
| un[j − 2, j − 1, j] |>| un[j − 1, j, j + 1] | .

On répète l’opération jusqu’à obtenir le stencilSk
−.

On procède de la même manière pour le calcul dev+j mais en partant du stencil initial
S1
+
= {xj , xj+1}.
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L ́WENO

On donnera simplement l’idée générale de la procédure WENO.

La procédure d’interpolation WENO (Jiang et Peng, SISC 2000) est basée d’une
certaine manière sur la procédure d’interpolation ENO.

Supposons par exemple que l’objectif soit de calculerv−j à l’aide d’un polynôme
d’interpolationp de degré 3 interpolant la fonctionun en chaque point d’un stencilS3

−
contenant le stencilS1

−.

La procédure ENO conduit pourS3
− à l’un des trois stencils suivants :

S3a
− = {xj−3, xj−2, xj−1, xj},

S3b
− = {xj−2, xj−1, xj , xj+1},

S3c
− = {xj−1, xj , xj+1, xj+2}.
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L ́WENO

La procédure ENO conduit donc pourv−j à l’une des approximations
correspondantes notéesv−a

j , v−b
j , v−c

j , les autres étant ignorées.

Cette procédure est apparue naturelle pour éviter les oscillations près deskinks.

Dans les zones régulières, les trois valeurs conviennent toutes a priori, de sorte qu’il
peut paraître coûteux et superflu de les comparer et d’en écarter deux d’entre elles.

Finalement, il apparaît naturel de choisir une combinaisonde ces trois valeurs :

v−j = λ
−a
j v−a

j + λ
−b
j v−b

j + λ
−c
j v−c

j ,

combinaison que l’on choisiraconvexepour des raisons de consistance et de
stabilité,i.e. telle que

λ−a
j + λ

−b
j + λ

−c
j = 1 et λ−a

j ≥ 0, λ−b
j ≥ 0, λ−c

j ≥ 0.

Il s’agit maintenant de déterminer les coefficientsλ−a
j , λ−b

j et λ−c
j ...
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L ́WENO

Un petit peu d’algèbre montre quele choix suivant

λ−a
j = 0.1, λ−b

j = 0.6, λ−c
j = 0.3

est d’ordre 5 au sens où il conduit à une valeur dev−j identique à celle obtenue par
une interpolation polynômiale basée sur le stencil suivant

S5
− = S3a

− ∪ S3b
− ∪ S3c

− = {xj−3, xj−2, xj−1, xj , xj+1, xj+2}.

Mais attention, ce choix conduit a priori à une méthode numérique oscillante
près deskinkspour les mêmes raisons que précédemment (le stencil peut contenir un
kink).
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L ́WENO

L’idée naturelle est alors

dans les zones régulièresde choisir

λ−a
j = 0.1+ O(∆x2), λ−b

j = 0.6+ O(∆x2), λ−c
j = 0.3+ O(∆x2)

près deskinksde choisir par exemple le coefficientλ−a
j petit si le stencilS3a

−
contient unkink...

La définition rigoureuse des coefficients repose alors sur la construction d’un
indicateur de régularité de la solution...

Voir par exemple les travaux de Jiang et Shu, JCP 1996 et Jianget Peng, SISC 2000.
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P  

1 N

2 U    ́ 

3 S́  ́    ́   E 1D

4 S́  ́    ́   E 2D

5 Q   ́ 

6 S́  ́  ’ ́́  

7 S́  ́  ’ ́́  
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On utilise pour cela des méthodes de typeRunge-Kutta TVD dont un exemple est
donné ci-dessous (voir les travaux de Shu et Osher, JCP 1988).

Outre la propriété TVD, ces schémas ont l’avantage d’être mono-pas.

Soit le schéma semi-discret
du
dt
= L(u),

où L(u) représente une discrétisation de l’opérateur en espace.

Le schéma TVD d’ordre 3 de Runge-Kutta s’écrit alors simplement

u(1)
= un

+ ∆tL(un),

u(2)
=

3
4

un
+

1
4

u(1)
+

1
4
∆tL(u(1)),

un+1
=

1
3

un
+

2
3

u(2)
+

2
3
∆tL(u(2)).



52/54

N U    ́  S́  ́    ́   E 1D S́  ́    ́
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Plus précisément, supposons un schéma d’ordre 1 en temps de la forme

un+1
j = un

j + ∆tL(un),

ce qui correspond à

Sh(y = (x, t),u, ϕ) =
u− T∆x,∆t(ϕ(x, t − ∆t))

∆t

avec
T∆x,∆t(ϕ(x, t − ∆t)) = ϕ(x, t − ∆t) + ∆tL(ϕ(x, t − ∆t)).

Le schéma TVD d’ordre 3 de Runge-Kutta se réécrit alors de manière
équivalente sous la forme

u(1)
= T∆x,∆t(u

n),

u(2)
=

3
4

un
+

1
4
T∆x,∆t(u

(1)),

un+1
=

1
3

un
+

2
3
T∆x,∆t(u

(2)).
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On obtient finalement

un+1
=

1
3

un
+

2
3
T∆x,∆t

(3
4

un
+

1
4
T∆x,∆t

(T∆x,∆t(u
n)
)

)

ce qui correspond à

SRK3
h (y = (x, t),u, ϕ) =

u− T RK3
∆x,∆t(ϕ(x, t − ∆t))

∆t

avec
T RK3
∆x,∆t(ϕ(x, t − ∆t)) =

1
3
ϕ(x, t − ∆t) +

2
3
T∆x,∆t

(3
4
ϕ(x, t − ∆t) +

1
4
T∆x,∆t

(T∆x,∆t(ϕ(x, t − ∆t))
)

)

.



54/54

N U    ́  S́  ́    ́   E 1D S́  ́    ́

D́ ’ ́́  

Supposons queT∆x,∆t(.) soit localement lipschitzienne, monotone croissant et
telle que le schéma d’ordre1 en temps associé et défini par

Sh(y = (x, t),u, ϕ) =
u− T∆x,∆t(ϕ(x, t − ∆t))

∆t

soit consistant.
Supposons en outre que

m≤ un
j ≤ M, ∀ j =⇒ m≤ T∆x,∆t(u

n)j ≤ M, ∀ j.

On montre alors facilement que le schéma RK3 d’ordre3 en temps est
consistant, stable et monotone. Il est donc convergent.
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On s’intéresse à l’évolution d’un frontΓt dans ladirection normale et avec la vitesse
c = c(y) > 0, y ∈ Rd.

L’équation d’évolution de ce front s’écrit

dΓt

dt
= c

→
nΓt , (1)

où encore

{

y′(t) = c
(

y(t)
) →

ny(t),

y(0) = x, ∀ x ∈ Γ0,
(2)

où
→
n désigne lanormale unitaire extérieure au front.
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L ́ L-S

La méthode Level-Set(ou méthode des lignes de niveaux) est très populaire dans les
problèmes de propagation de fronts.

L’idée principale est de représenter le front parla ligne de niveau zérod’une
fonctionu :

Γt = {x, u(x, t) = 0}.

L’inconvénient majeur est d’ajouterune dimension supplémentaireau problème,
ce qui peut engendrer des coûts calcul non négligeables.

Soit doncu une fonction telle que



















u(x, t) < 0 si x est situéà l’intérieur de Γt,

u(x, t) = 0 si x appartient à Γt,

u(x, t) > 0 si x est situéà l’extérieur de Γt.

On a
→
nΓt=

∇xu(x, t)
| ∇xu(x, t) |

.
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L ́ L-S

Rappelons que
Γt = {x, u(x, t) = 0}.

Pour toute trajectoiret → y(t) ∈ Γt, on peut écrire

u
(

y(t), t
)

= 0 =⇒ ∂tu
(

y(t), t
)

+ ∇xu
(

y(t), t
)

· y′(t) = 0,

avec
y′(t) = c

(

y(t)
) →

ny(t)

et
→
nΓt=

∇xu(x, t)
| ∇xu(x, t) |

.

On aboutit à l’équation suivante

∂tu
(

y(t), t
)

+ c
(

y(t)
)

| ∇xu
(

y(t), t
)

|= 0,

que l’on propose de résoudre sur tout le domaine. On obtientl’équation Eikonale

∂tu
(

x, t
)

+ c
(

x
)

| ∇xu(x, t) |= 0.
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L’objectif de la méthode Fast-Marching est de résoudre efficacement l’équation
Eikonale

∂tu
(

x, t
)

+ c
(

x
)

| ∇xu(x, t) |= 0,

et en adoptantune approche stationnaire.

Soitx 7→ T(x) la fonction donnant le temps d’arrivée du front en un pointx de
l’espace,i.e.

T
(

y(t)
)

= t

pour toute trajectoiret→ y(t) ∈ Γt.

En dérivant cette équation par rapport àt, et en utilisant l’expression suivante de la
normale extérieure

→
nΓt=

∇xT(x)
| ∇xT(x) |

,

on aboutit à l’équationc
(

y(t)
)

| ∇xT
(

y(t)
)

|= 1, que l’on propose de résoudre sur tout
le domaine. On obtientl’équation stationnaire

c
(

x
)

| ∇xT
(

x
)

|= 1.

avec la condition au limiteT(x) = 0 ∀x ∈ Γ0.
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Remarque 1.On a
u(x, t) = T(x) − t.

En effet,∂tu(x, t) = −1 et∇xu(x, t) = ∇xT(x) de sorte que

∂tu(x, t) + c(x) | ∇xu(x, t) |= ∂tu(x, t) + c(x) | ∇xT(x) |= −1+ 1 = 0.

Il est clair par ailleurs queu(x, 0) = T(x) = 0 ∀x ∈ Γ0.

Remarque 2.L’équation stationnaire s’écrit aussi

∇xT
(

x
)

· c(x)
→
nΓt= 1,

de sorte que la fonctionT sera bien croissante le long de la normale au front.

Remarque 3.Lorsque l’on cherche à résoudre l’équation Eikonale instationnaire,
l’initialisation u(x, 0) = u0(x) se fait souvent en choisissant la fonction
u0(x) = d(x, Γ0) qui n’est pas toujours simple à calculer. Une possibilité consiste à
résoudre numériquement l’équation stationnaire à vitesseconstantec puis à poser
d(x, Γ0) = cT(x).
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L’objectif est maintenant decalculer numériquement le temps d’arrivéeT solution
de l’équation stationnaire

c
(

x
)

| ∇xT
(

x
)

|= 1.

On se place endimension 2 d’espace
(

x = (x1, x2)
)

sur un maillage cartésien de pas
d’espaceh = (∆x1,∆x2), et on propose la discrétisation suivante de l’équation
stationnaire

max(
Ti,j − Ti−1,j

∆x1
,−

Ti+1,j − Ti,j

∆x1
, 0)2 +max(

Ti,j − Ti,j−1

∆x2
,−

Ti,j+1 − Ti,j

∆x2
,0)2 =

1
c2(xi,j )

.

∆x2

∆x1

Ti,j

Ti,j+1

Ti,j−1

Ti−1,j Ti+1,j
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D   ́ F-M

Une première idée serait d’appliquer un schéma itératif pour résoudre ce problème
non linéaire, et attendre la convergence de l’algorithme à la précision souhaitée.
Ceci peut être très long !

Une autre possibilité est de faire duFast-Marching, qui va consister à calculer les
valeursTi,j dans un certain ordre pour obtenirmoralementune convergence en une
seule itération.Il s’agit de calculer lesTi,j en ordre croissant.

Pour cela, les pointsxi,j du maillage sont répartis en trois régions :

Frozen points : c’est la région des points définitivement calculés,i.e. ceux
ayant déjà été coupés par le front. Ils seront représentés par le symbole•

Narrow band : c’est la région des points n’ayant pas encore été coupés par le
front, mais sur le point de l’être,i.e.ayant un voisin qui l’a été.
Ils seront représentés par le symbole◦

Far away : c’est la région correspondant aux autres points.
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Exemple :
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A   ́ F-M

1. On définit le front initial en gelant (•) les points sur la frontière, et
on initialiseT à 0 sur ces points.
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2. On définit la narrow band (◦) avec les points voisins de la frontière
initiale et situés dans le sens de propagation du front.
La région far away est composée des autres points situés dansle
sens de propagation du front.
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3. On initialise T sur la narrow band avec les formules
correspondantes suivantes :

T2
i,j

∆x1
=

1
c2(xi,j)

,
T2

i,j

∆x2
=

1
c2(xi,j )

ou
T2

i,j

∆x1
+

T2
i,j

∆x2
=

1
c2(xi,j )

.

Ce qui revient à résoudre le système de manièredécouplée, i.e.en
supposant dans le cas où plusieurs points de la narrow band seraient
initialement voisins, la valeur deT sur le point courant est plus
petite que celle des voisins de la narrow band.
De manière naturelle, la valeur deT sur le point courant est en
revanche supposée plus grande (respectivement plus petite) que
celle des voisins situés sur le front initial (respectivement dans la
région far away).
On initialise T dans la région far awayà+∞.

max(
Ti,j − Ti−1,j

∆x1
,−

Ti+1,j − Ti,j

∆x1
, 0)2 +max(

Ti,j − Ti,j−1

∆x2
,−

Ti,j+1 − Ti,j

∆x2
,0)2 =

1
c2(xi,j )

.
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4. On cherche la plus petite valeur deT sur la narrow band.
Le point correspondant devient accepté (frozen).
On redéfinit la narrow band en la complétant avec les voisins du
point nouvellement accepté.
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5. On recalcule ensuite la valeur deT sur les pointsX voisins du point
nouvellement acceptéA, en résolvant la discrétisation de l’équation
stationnaire. Il y a plusieurs possibilités, toutes conduisant à une
unique définition deT aux pointsX.

Exemple 1.Un cas oùX n’était pas déjà dans la narrow band

B

D (far away)

A C (far away)X

On chercheTX tel queTX ≥ TA, TX ≤ TC et TX ≤ TD et TX solution de

max(
TX − TA

∆x1
, 0)2 +max(

TX − TB

∆x2
,0)2 =

1
c2(xi,j)

,
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A   ́ F-M

B

D (far away)

A C (far away)X

On chercheTX tel queTX ≥ TA, TX ≤ TC et TX ≤ TD et TX solution de

max(
TX − TA

∆x1
, 0)2 +max(

TX − TB

∆x2
,0)2 =

1
c2(xi,j)

,

c’est-à-dire






































(
TX − TA

∆x1
)2 + (

TX − TB

∆x2
)2 =

1
c2(xi,j )

si TX ≥ TB (notons queTB ≥ TA)

(
TX − TA

∆x1
)2 =

1
c2(xi,j )

si TA ≤ TX ≤ TB.
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On chercheTX tel queTX ≥ TA, TX ≤ TC et TX ≤ TD et TX solution de






































f1(TX) = (
TX − TA

∆x1
)2 + (

TX − TB

∆x2
)2 −

1
c2(xi,j )

= 0 si TX ≥ TB (notons queTB ≥ TA)

f2(TX) = (
TX − TA

∆x1
)2 −

1
c2(xi,j )

= 0 si TA ≤ TX ≤ TB.

On af1 ≥ f2 et f1 et f2 convexes et infinies à l’infini.

On af2(TA) < 0 doncc’est nécessairement la plus grande des deux racines def2
qui peut nous intéresser.

Si cette racine est plus petite ou égale àTB, on la conserve pour définirTX.
Remarquons dans ce cas quef1(TX) ≥ f2(TX) ≥ f2(TB) = f1(TB) ≥ 0 pourTX ≥ TB

donc il ne peut pas y avoir de racine def1 qui convienne également.

Si cette racine est plus grande queTB, on ne peut pas la conserver pour définirTX

et on tente de trouver une racine def1. Remarquons dans ce cas que
f2(TB) = f1(TB) < 0 donc il existe un uniqueTX > TB tel quef1(TX) = 0. Cette valeur
est la plus grande des deux racines def1 et permet de définirTX.
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A   ́ F-M

Exemple 2.Un cas oùX était déjà dans la narrow band

B

D

A C (far away)X

On chercheTX tel queTX ≥ TA, TX ≥ TD etTX ≤ TC et TX solution de

max(
TX − TA

∆x1
,0)2 +max(

TX − TB

∆x2
,
TX − TD

∆x2
,0)2 =

1
c2(xi,j)

,

c’est-à-dire, puisqueTD ≤ TB,

(
TX − TA

∆x1
)2 + (

TX − TD

∆x2
)2 =

1
c2(xi,j)

.



22/51

R P   ́ F-M D   ́ F-M C   ́ I́   ́

A   ́ F-M

Remarquons qu’à l’itération précédente,i.e. juste avant que le pointA ne soit
accepté, la situation était la suivante

B

D

A C (far away)X

avecTX ≥ TA ≥ TD et TB ≥ TA.

Ainsi, soit l’équation

f1(TX) := (
TX − TA

∆x1
)2 + (

TX − TD

∆x2
)2 −

1
c2(xi,j )

= 0

était déjà satisfaitede manière unique par (l’ancienne valeur de)TX et dans ce cas le
tempsTX n’a pas besoin d’être recalculé.
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A l’itération précédente, la situation était la suivante avecTX ≥ TA ≥ TD etTB ≥ TA :

B

D

A C (far away)X

Soit elle ne l’était paset dans ce cas cela signifie que l’ancienne valeur deTX était la
valeur initiale deT en ce pointX, i.e. la racine de

f2(TX) := (
TX − TD

∆x2
)2 −

1
c2(xi,j)

= 0.

Dans ce cas,f1(TX) ≥ f2(TX) = 0 et puisqueTX ≥ TA

f1(TA) = f2(TA) = (
TA − TD

∆x2
)2 −

1
c2(xi,j)

≤ f2(TX) = 0.

Il existe donc une unique nouvelle valeur deTX ≥ TA ≥ TD telle quef1(TX) = 0.
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A   ́ F-M

6. On redémarre en 4.

Remarque 4.Il existe d’autres situations possibles dans l’étape 5. de l’algorithme.

Remarque 5.On itère au plus 4 fois sur chaque noeud.

Remarque 6.La complexité de l’algorithme est enO(N logN) où N est le nombre de
noeuds total de la grille, pourvu qu’un algorithme optimal de recherche du temps
minimal soit utilisé (algorithme de tri par tas ou heap sort par exemple).
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P  

1 R

2 P   ́ F-M

3 D   ́ F-M

4 C   ́

5 I́   ́
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E   ́  1D

En 1D, l’équation stationnaire sur le temps d’arrivéeT s’écrit

c
(

x
)

| T′
(

x
)

|= 1.

La discrétisation correspondante est

max(
Tj − Tj−1

∆x
,−

Tj+1 − Tj

∆x
,0)2 =

1
c2(xj)

,

où h = ∆x représente le pas d’espace du maillage.

∆x

TjTj−1 Tj+1

On suppose pour fixer les idées qu’il existe une constanteC > 0 telle que
c(x) ≥ C pour tout x.
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A

On suppose que la frontière initiale n’est composée d’un seul point xj0 , et pour
simplifier que le sens de propagation se fait essentiellement vers la droite (i.e.
c(xj) << 1 pourj < j0).

1. On définit le front initial en gelant (•) les points sur la frontière, et
on initialiseT à 0 sur ces points.

∆x

Tj0Tj0−1 Tj0+1

2. On définit la narrow band (◦) avec les points voisins de la frontière
initiale et situés dans le sens de propagation du front.
La région far away est composée des autres points situés dansle
sens de propagation du front.

∆x

Tj0Tj0−1 Tj0+1
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A

3. On calculeTj0+1 avec la formule de discrétisation :

max(
Tj0+1 − Tj0

∆x
,−

Tj0+2 − Tj0+1

∆x
, 0)2 =

1
c2(xj0+1)

,

c’est-à-dire

Tj0+1 =
∆x

c(xj0+1)
.

∆x

Tj0Tj0−1 Tj0+1

4. Le point devient accepté (frozen), on redéfinit la narrow band et on
réitère le processus.

∆x

Tj0Tj0−1 Tj0+1 Tj0+2
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A

Pour toutj > j0, on obtient facilement la formule suivante :

Tj = ∆x
j
∑

k=j0+1

1
c(xk)

.

On remarque tout de suite que s’il existe une constanteC telle quec(x) ≥ C > 0, alors

0 ≤ Tj ≤
(j − j0)∆x

C
,

de sorte quesi le domaine de calcul est borné et de longueurL, la suite desTj est
bornée indépendamment de∆x :

0 ≤ Tj ≤
L
C
, ∀ j ≥ j0.
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C  ’

On s’intéresse tout d’abord à la convergence de l’algorithme associé à la
variable instationnaire u(x, t).

Rappelons (voirRemarque 1.ci-dessus) queu(x, t) etT(x) sont liés par la relation

u(x, t) = T(x) − t,

de sorte que si l’on poseun
j = Tj − tn pour toutj, il vient

un+1
j − un

j

∆t
= −1 = −c(xj) max(

Tj − Tj−1

∆x
,−

Tj+1 − Tj

∆x
,0).

En remarquant queun
j − un

j−1 = Tj − Tj−1 pour toutj, on obtient finalement la
discrétisation suivante pour la variableu :

un+1
j − un

j

∆t
+ c(xj) max(

un
j − un

j−1

∆x
,−

un
j+1 − un

j

∆x
, 0) = 0.

Ce schéma est convergent sous la condition CFL0 ≤ λ =
∆t
∆x
≤ 1

(voir le cours sur les schémas aux différences finies).
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C  ’

Lorsque∆t et∆x tendent vers 0, on a donc

un
j → u(xj , tn) = T(xj) − tn,

c’est-à-dire
Tj − tn → u(xj , t

n) = T(xj) − tn,

ou encore
Tj → T(xj).

On obtient donc également la convergence de l’algorithme associé à la variable
stationnaire T(x).

Nous allons maintenant montrer directement la convergencedu schéma

max(
Tj − Tj−1

∆x
,−

Tj+1 − Tj

∆x
,0)2 =

1
c2(xj)

,

en utilisant le théorème général de convergence énoncé dansle cours sur les
schémas aux différences finies.



32/51

R P   ́ F-M D   ́ F-M C   ́ I́   ́

C  ’

On s’intéresse à la convergence du schéma

max(
Tj − Tj−1

∆x
,−

Tj+1 − Tj

∆x
,0)2 =

1
c2(xj)

.

On définit l’opérateurSh par

Sh(xj ,Tj ,T
h) = c(xj) max(

Tj − Th(xj−1)

∆x
,−

Th(xj+1) − Tj

∆x
,0)− 1

c’est-à-dire

Sh
(

x,T, ϕ
)

= c(x) max(
T − ϕ(x− ∆x)

∆x
,−
ϕ(x+ ∆x) − T

∆x
,0)− 1,

qui se réécrit aussi sous la forme

Sh
(

x,T, ϕ
)

=
c(x)
∆x

(

T −min
(

ϕ(x− ∆x), ϕ(x+ ∆x),T
)

)

− 1.
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C    ́

−→ On a donc, puisqueh = ∆x,

lim
z→x,ξ→0,h→0

Sh(z, ϕ(z) + ξ, ϕ + ξ) = c(x) max(ϕ′(x),−ϕ′(x),0)− 1

= c(x) | ϕ′(x) | −1

Le schéma est donc consistant.

−→ La propriété de monotonieSh
(

x,T, ϕ1
)

≤ Sh
(

x,T, ϕ2
)

, ∀ ϕ1 ≥ ϕ2 de l’opérateur

Sh
(

x,T, ϕ
)

=
c(x)
∆x

(

T −min
(

ϕ(x− ∆x), ϕ(x+ ∆x),T
)

)

− 1

est clairement vérifiée.

Le schéma est donc monotone.
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S́  ́

Le schéma s’écrit

max(
Tj − Tj−1

∆x
,−

Tj+1 − Tj

∆x
,0)2 =

1
c2(xj)

,

de sorte que s’il existe une constanteC telle quec(x) ≥ C > 0, on obtient

0 ≤ max(
Tj − Tj−1

∆x
,−

Tj+1 − Tj

∆x
,0) ≤

1
C
,

ou encore

0 ≤ Tj −min(Tj−1,Tj ,Tj+1) ≤
∆x
C
.
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S́  ́

Fixons une valeur dej et montrons queTj est borné indépendamment de∆x.
On se place dans la configuration de l’algorithme où le tempsTj est nouvellement
accepté (gelé),i.e. il est le plus petit temps des éléments de la narrow band. Notons
T−1

j le temps précédemment accepté.
Au moins un des voisins deTj est nécessairement déjà accepté, donc plus petit ou
égal àT−1

j . On a donc

min(Tj−1,Tj ,Tj+1) ≤ T−1
j ,

ce qui implique

0 ≤ Tj − T−1
j ≤ Tj −min(Tj−1,Tj ,Tj+1) ≤

∆x
C
,

où encore

0 ≤ Tj − T−1
j ≤

∆x
C
.

En procédent de la même manière surT−1
j , on obtient avec des notations claires

0 ≤ T−1
j − T−2

j ≤
∆x
C
.
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S́    ́

En réitérant le processus jusqu’à atteindre un tempsTl
j = 0 correspondant à un point

situé sur le front initial, et en posant par conventionTj = T0
j , on obtient

0 ≤ Tk
j − Tk−1

j ≤
∆x
C
, k = 0, ..., l + 1,

d’où finalement

0 ≤ Tj ≤ l
∆x
C
.

Si le domaine de calcul est borné et de longueurL, et puisquel ≤ L/∆x, la suite
desTj est donc bornée indépendamment de∆x :

0 ≤ Tj ≤
L
C
, ∀ j.

On retrouve la même borne que dans le cas particulier traité précédemment (le front
initial n’était composé que d’un unique point).

Le schéma est donc stable, et finalement convergent.
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S́    ́

On peutessayerde montrer de la même manière la convergence du schéma en 2D.
Plus précisément, pour montrer la stabilité du schéma (qui constitue le point difficile
de la démonstration), on procède comme ci-dessus : le schémas’écrit

max(
Ti,j − Ti−1,j

∆x1
,−

Ti+1,j − Ti,j

∆x1
, 0)2 +max(

Ti,j − Ti,j−1

∆x2
,−

Ti,j+1 − Ti,j

∆x2
,0)2 =

1
c2(xi,j )

,

de sorte que s’il existe une constanteC telle quec(x) ≥ C > 0, on obtient

0 ≤ max(
Ti,j − Ti−1,j

∆x1
,−

Ti+1,j − Ti,j

∆x1
,0)2 +max(

Ti,j − Ti,j−1

∆x2
,−

Ti,j+1 − Ti,j

∆x2
,0)2 ≤

1
C2
,

ou encore

0 ≤
(

Ti,j −min(Ti−1,j ,Ti,j ,Ti+1,j)
)2
+
(

Ti,j −min(Ti,j−1,Ti,j ,Ti,j+1)
)2
≤

max(∆x1,∆x2)2

C2
.
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S́    ́
En reprenant les notations introduites ci-dessus, on a alors

0 ≤
(

Ti,j − T−1
i,j

)2
≤

max(∆x1,∆x2)2

C2
.

En réitérant le processus jusqu’à atteindre un tempsTl
i,j = 0 correspondant à un point

situé sur le front initial, et en posant par conventionTi,j = T0
i,j, on obtient

0 ≤ Tk
i,j − Tk−1

i,j ≤
max(∆x1,∆x2)

C
, k = 0, ..., l + 1, d’où finalement

0 ≤ Ti,j ≤ l
max(∆x1,∆x2)

C
.

Si le domaine de calcul est borné et de longueursL1 et L2, et puisque
l ≤ L1L2/∆x1∆x2, la suite desTi,j vérifie donc :

0 ≤ Ti,j ≤ L1L2
max(∆x1,∆x2)

C∆x1∆x2
, ∀ i, j,

ce qui n’est pas assez précis pour obtenir une borne indépendante de∆x1,∆x2...

Remarque 7.Il est naturel de se placer sur un domaine borné car dans le cas
contraire, il est clair queT va tendre vers l’infini.
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P  

1 R

2 P   ́ F-M

3 D   ́ F-M

4 C   ́

5 I́   ́
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E́     ́ F-M

Pour mettre en œuvre la méthode, nous aurons à manipuler plusieurs tableaux :

un tableauT(i, j) contenant les valeursTi,j aux nœudsxi,j .

un tableauTAB(i, j) indiquant la nature du pointxi,j : par exemple,TAB(i, j) = 1
si le point est gelé,TAB(i, j) = −1 s’il est dans la narrow band etTAB(i, j) = 0
sinon (région far away)

un tableauPile(i, j,T(i, j)) contenant les indices des éléments de la narrow band.
Les lignes de Pile seront triées selon les valeurs croissantes de la troisième
colonne. Un algorithme de tri sera donc nécessaire.

un tableauPile_test(i, j) contenant les indices des 4 points voisins d’un point
nouvellement accepté. Ces 4 points, s’ils ne sont pas déjà acceptés, seront
ajoutés ensuite au tableauPile(i, j,T(i, j)) (s’ils ne sont pas déjà dedans) et la
valeur deT(i, j) (re)calculée.
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E́     ́ F-M

Le schéma s’écrit

max(
Ti,j − Ti−1,j

∆x1
,−

Ti+1,j − Ti,j

∆x1
, 0)2 +max(

Ti,j − Ti,j−1

∆x2
,−

Ti,j+1 − Ti,j

∆x2
,0)2 =

1
c2(xi,j )

.

Pour mettre à jour la narrow band à chaque itération, nous serons amenés à chercher
Ti,j solution de cette équation, les valeurs (t1, t2) := (Ti−1,j ,Ti+1,j) et
(t3, t4) := (Ti,j−1,Ti,j+1) étant fixées. Il s’agira donc de trouverθ solution de

max(
θ − t1
∆x1
,−

t2 − θ
∆x1
,0)2 +max(

θ − t3
∆x2
,−

t4 − θ
∆x2
,0)2 =

1
c2
,

i.e.
1

∆x2
1

(

θ −min(t1, t2, θ)
)2
+

1

∆x2
2

(

θ −min(t3, t4, θ)
)2
=

1
c2
,

où pour alléger les notations, on a notéc = c(xi,j ).
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E́     ́ F-M

En posanth1 = ∆x1, h2 = ∆x2, v1 = min(t1, t2) etv2 = min(t3, t4), l’équation s’écrit
aussi

1

h2
1

(

θ −min(v1, θ)
)2
+

1

h2
2

(

θ −min(v2, θ)
)2
=

1
c2
,

Il y a plusieurs cas :

θ > v1  θ > v2 : On résout le polynôme
1

h2
1

(

θ − v1

)2
+

1

h2
2

(

θ − v2

)2
=

1
c2
.

La plus grande des deux racines de ce polynôme est donnée par

θ =
h2

2v1 + h2
1v2

h2
1 + h2

2

+
h1h2

h2
1 + h2

2

√

−(v2 − v1)2 +
h2

1 + h2
2

c2

et vérifie les contraintesθ > v1 et θ > v2 sous la condition
{

v1 − v2 <
h2
c si v1 ≥ v2,

v2 − v1 <
h1
c si v1 ≤ v2.

On vérifie aisément que ces conditions assurent la positivité du terme sous la
racine.
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E́     ́ F-M

Remarquons que lorsqueh1 = h2 = h, on trouve

θ =
v1 + v2

2
+

1
2

√

−(v2 − v1)2 +
2h2

c2

et les contraintesθ > v1 et θ > v2 sont vérifiéessous la condition

max(v1, v2) −min(v1, v2) <
h
c
.
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E́     ́ F-M

v2 < θ ≤ v1 : On résout le polynôme

1

h2
2

(

θ − v2

)2
=

1
c2
,

ce qui donne

θ = v2 +
h2

c
.

Les contraintesv2 < θ ≤ v1 sont vérifiéessous la condition

v1 − v2 ≥
h2

c
.

Remarquons que lorsqueh1 = h2 = h, on trouve

θ = min(v1, v2) +
h
c

et les contraintesv2 < θ ≤ v1 sont vérifiéessous la condition

max(v1, v2) −min(v1, v2) ≥
h
c
.
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E́     ́ F-M

v1 < θ ≤ v2 : On résout le polynôme

1

h2
1

(

θ − v1

)2
=

1
c2
,

ce qui donne

θ = v1 +
h1

c
.

Les contraintesv1 < θ ≤ v2 sont vérifiéessous la condition

v2 − v1 ≥
h1

c
.

Remarquons que lorsqueh1 = h2 = h, on retrouve

θ = min(v1, v2) +
h
c

et les contraintesv1 < θ ≤ v2 sont vérifiéessous la même condition

max(v1, v2) −min(v1, v2) ≥
h
c
.
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E́     ́ F-M

Remarque 8.La situationθ ≤ min(v1, v2) n’est pas envisageable, car au moins un des
voisins du point associé àθ est déjà accepté en pratique et la vitesse de propagation
du front est supposée strictement positive.

Résumé lorsqueh1 = h2 = h.

−→ Si max(v1, v2) −min(v1, v2) < h
c ,

θ =
v1 + v2

2
+

1
2

√

−(v2 − v1)2 +
2h2

c2
.

On a alorsθ > v1 et θ > v2.

−→ Si max(v1, v2) −min(v1, v2) ≥ h
c ,

θ = min(v1, v2) +
h
c
.

On a alors min(v1, v2) < θ ≤ max(v1, v2).



47/51

R P   ́ F-M D   ́ F-M C   ́ I́   ́

E́     ́ F-M

Nous décrivons maintenant brièvement l’algorithme de tri par tas, ou heap frog
(voir par exemple le site wikipedia).

On souhaite trier les éléments d’un vecteurv de dimensionn.

L’idée principale de l’algorithme consiste à voir le vecteur v comme un arbre
binaire : le premier élément est la racine, le deuxième et le troisième sont les deux
descendants du premier élément, ...

Dans l’algorithme, on cherchera plus précisément à obtenirun tas, c’est-à-dire un
arbre binaire vérifiant les propriétés suivantes :

la différence maximale de profondeur entre deux feuilles est de 1 (i.e. toutes les
feuilles se trouvent sur la dernière ou sur l’avant-dernière ligne)

les feuilles de profondeur maximale sont tassées sur la gauche

chaque nœud est de valeur supérieure (resp. inférieure) à celles de ses deux
fils pour un tri ascendant (resp. descendant).
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Notons dès à présent que pour un tableau indicé à partir de 1, les deux descendants de
l’élément d’indicen sont les éléments d’indices 2n et 2n + 1.

En d’autres termes, les nœuds de l’arbre sont placés dans le tableau ligne par ligne,
chaque ligne étant décrite de gauche à droite.

Remarquons que si le tableau n’est pas de taille 2n − 1, les branches ne se finissent
pas toutes à la même profondeur.

Pour fixer les idées, on se focalise désormais sur le tri croissant.
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Supposons le tas de départ obtenu,i.e.supposons que l’arbre binaire associé au
vecteurv soit un tas.L’algorithme est le suivant :

1. On échangev(1) (le plus grand élément) etv(n). L’arbre associé au
vecteurv (privé ou non de sa dernière composante) n’est donc plus
un tas. En revanche, le dernier élément du vecteur est désormais
bien placé, on n’y touchera plus.

2. Le vecteurv privé de sa dernière composante est presque un tas,
l’élémentv(1) (la racine) étant essentiellement le seul mal placé.
On tamisealors ce vecteur de dimensionn− 1. L’opération de
tamisage, ou percolation, consiste à échanger la racine avec le plus
grand de ses fils, et ainsi de suite récursivement jusqu’à ce qu’elle
soit ï¿1

2 sa place dans ce nouveau vecteur de dimensionn− 1, i.e.
jusqu’à obtenir un nouveau tas (de dimensionn− 1).

3. On retourne en 1. avecn← n− 1.

Pour construire un tas à partir d’un arbre quelconque (étaped’initialisation), on
tamise les racines de chaque sous-tas, de bas en haut (par taille croissante) et de
droite à gauche.
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Voici le script Scilab de l’algorithme :

function [v] = tamiser(v,i,n)
k = i ; j = 2 * k ;

while (j <= n) then

if ( (j+1)<= n & v(j+1)> v(j) ) then
j = j +1 ;
end

if ( v(k) < v(j) ) then
temp= v(k) ; v(k) = v(j) ; v(j) = temp ;
k = j ; j = 2 * k ;
else
j=n+1
end

end

endfunction
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function [v] = heap_sort(v)

n=max(size(v))

// construction du tas de départ
for i=n :-1 :1
v = tamiser(v,i,n)
end

// échange et tamisage
for i=n :-1 :2
temp= v(i) ;
v(i) = v(1) ;
v(1) = temp ;
v = tamiser(v,1,i-1)
end

endfunction
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