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Exercice 1. Déterminer lesquels des ensembles E;, Es, E3 sont des sous-
espaces vectoriels de R?. Pour les espaces vectoriels, on montrera rigoureu-
sement les propriétés devant étre satisfaites, et pour les autres ensembles on
donnera un contre-exemple.

By ={(z,y,2) €R® | 32—Ty—2 =0}, Fs={(2,9,2) €R3 | 2222 =0}
B3 ={(z,y,2) €R3 | z(z®>+4%) =0}

Correction 1. 1. (a) (0,0,0) € Ej.
(b) Soient (z,y,z2) et (2,1, 2') deux éléments de Ey. On a donc 3z —
Ty—z =0et 32’ =Ty —2' = 0. Donc 3(x+2')—T(y+y')—(2+7") =
0, dou (x + 2,y + v/, 2 + 2') appartient & Ej.
(c) Soit A € Ret (x,y,2) € Ej. Alors la relation 3z — 7y — z =
0 implique que 3(Ax) — 7(A\y) — Az = 0 donc que \(z,y,2) =
(Ax, \y, Az) appartient & Fj.

2. By = {(z,y,2) € R3 | 22 — 22 = 0}. Les vecteurs (1,0,—1) et
(1,0, 1) appartiennent donc & Ey. En revanche, leur somme (1,0, —1)+
(1,0,1) = (2,0,0) n’appartient pas & Ey. Fy n’est donc pas un sous-
espace vectoriel de R3.

3. Les vecteurs (1,0,0) et (0,0,1) appartiennent & E3 mais leur somme
(1,0,0) + (0,0,1) = (1,0, 1) ne lui appartient pas donc E3 n’est pas
un sous-espace vectoriel de R3.

Exercice 2. Résoudre le systéme suivant

r + y + 2z =5
r —y — 2z =1
x + z =3

Correction 2. On applique le pivot de Gauss Ly < Lo—Lq et Ly < L3—1Lq :

r + y 4+ 2z = 5 z + y + 2z =5
T -y — z =1 < - 2y — 3z = -4

1. inspiré en partie du site exo7



Puis L3 <— L3 — Lo /2 pour obtenir un systéme équivalent qui est triangulaire
donc facile & résoudre :

r + y + 2z =5 r = 3
- 2y — 3z = —4 _
1 O(z)gzj 3
—z = =
2

Exercice 3. Résoudre et discuter suivant les valeurs de by, bg, b3 et by le
systéme suivant :

T+3y+52+3 = b

(S) r+4dy+T72+3t = by
T4+2y+32+2t = by
Y+ 2z = b3

Correction 3. En appliquant la méthode du pivot de Gauss de maniére
habituelle, on trouve facilement que le systéme est équivalent &

4+3y+52+3t = b

y+ 2z by — by
(S) —t by — 2b1 + by
0 = bg—by+0by.

On peut donc en conclure qu’il n’y a aucune solution si b3 — bs + b1 # 0. Au
contraire, si b3 — by + b1 = 0, on a une famille de solutions & un parameétre z
donnée par

t = —(b4—2b1+bg), y=bo—b1—2z, x= b1—3(1)2—b1—22)+3(b4—2b1+bg)—52,
c’est-a-dire, puisque by = by + b3,
t=—by+b —b3, y=bz—2z, x=-—2b+3bs+ z.

Exercice 4. Trouver les solutions de

y + ¢t + x + = 0
3y + 3t + =0
-y — t 4+ 2z + z =0

3r + 2z = 0

Correction 4. On commence le pivot de Gauss avec les opération Lo <
Lo — 3Ly et Ly + L3+ L pour obtenir :

y +t + = + 2z =0
— 3x — 2z =0

3r + 2z =0

3r + 2z = 0



Les 3 derniéres lignes sont identiques, on se raméne donc & un systéme avec
2 équations et 4 inconnues :

y +t + = + z =0
3r + 2z = 0

En choisissant z et ¢ comme paramétres, on obtient alors une famille & deux
paramétres de solutions données par x = —%z ety = —%z —t.

Exercice 5. Etudier la convergence des suites :

1.u, =vVn24+n+1—+n;
n)

n sin(
7112 +1
3. = - —1)".

2. v, = ;

Correction 5. 1.
. . . 1
lim u, = lim Vn2+n+1—+n= lim \/n(n+1+—=)—+/n
n—o00 n—oo n—o00 n

1
= lim v/n(y/n+1+ = —1) = +occ.
n—o00 n

La suite est donc divergente.
2. On a

donc d’aprés le théoréeme des gendarmes

lim v, = 0.
n—oo

La suite est donc convergente et tend vers 0.

3. La suite w, n’a pas de limite car 1/n tend vers 0 mais (—1)" oscille
entre —1 et 1 selon la parité de n.

Exercice 6. On considére la suite définie par ug = 50 et pour tout entier
naturel n par la relation

Up4+1 = 0.95u, + 3.
On considére la suite (v,,) définie pour tout entier naturel n par
vy, = 60 — uy,.

1. Montrer que la suite (v,) est une suite géométrique de raison 0.95.
2. Calculer vy. Déterminer ’expression de v,, en fonction de n.

3. En déduire I'expression de u,, en fonction de n.

4. Déterminer la limite de la suite (uy,).



Correction 6.
1. On a vp41 = 60 — upy1 = 60— (0.95u, 4+ 3) = 57— 0.95u,, = 0.95(60 — uy,)
donc

Un41 = 0.95v,.

Donc (vy,) est une suite géométrique de raison 0.95.
2.0n a
v9 = 60 — ug = 60 — 50 = 10.

On a donc v, = 10 x 0.95™.
3. Nous avons u,, = 60 — v, donc u,, = 60 — 10 x (0.95)".
4. On sait que la limite & 'infini de ¢™ est 0 si ¢ est strictement compris entre
0 et 1. Donc
lim u, = 60.
n—oo



