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les systemes hyperboliques avec terme source
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Résumé

On présente dans ce rapport un travail issu de la collaboration entre le
CEA Saclay et le Laboratoire Jacques-Louis Lions. Nous nous intéressons
a I’approximation numérique des équations d’Euler avec termes source de
gravité et de friction. Lorsque le coefficient de friction tend vers l'infini,
ce modele devient un modele de type Darcy généralisé. Le schéma que
nous proposons est compatible avec ce comportement asymptotique, au
sens o1, quand le coefficient de friction tend vers l'infini, le schéma devient
un schéma numérique naturel pour le modele de type Darcy généralisé.
Plusieurs tests numériques illustrent le bon comportement de ce schéma.

abstract

We present a joint work developed within a collaboration between CEA
Saclay and Laboratoire Jacques-Louis Lions. We are interested in the nu-
merical approximation of the gas dynamics equations with gravity and
friction source terms. When the friction coefficient tends to infinity, this
model becomes a generalized Darcy model. The numerical scheme we pro-
pose is asymptotic preserving, in the sense that it becomes a natural nume-
rical scheme for the generalized Darcy model when the friction coefficient
tends to infinity. Several numerical results illustrate the good behavior of
the new scheme.

*Ce groupe de travail est composé de : Annalisa Ambroso, Benjamin Boutin, Christophe
Chalons, Frédéric Coquel, Thomas Galié, Edwige Godlewski, Frédéric Lagoutiere, Pierre-
Arnaud Raviart et Nicolas Seguin.



1 Présentation du probleme.

On considere un systeme hyperbolique non linéaire avec terme source
U+ 0,F(U)=8(U), UeQcCR" (1)

et le probleme de Riemann (généralisé) associé correspondant a la condition
initiale
- | Uy, <0,
U0 = Vo) = { g7 230 @

On notera W(z,t; Uy, Uyg) la solution de (1),(2). Un schéma de type Godunov
de résolution du probleme de Cauchy pour le systeme (1) consiste a se donner un
“solveur de Riemann approché” W(x, t; Uy, Uy), c’est a dire une approximation
de W(z,t; Uy, Uy), et a lui associer le schéma numérique

Az 0
n 1 R n n W n n
Ut = = {/0 Wz, A UGy, Uj)de + | W(a, AU, j+1)d$}
2
(3)

Le probleme est de construire des solveurs de Riemann approchés de fagcon que
le schéma de Godunov (3) ait de bonnes propriétés de type équilibre ou de type
“asymptotic preserving”. Par propriété d’équilibre, on désire que le schéma (3)
préserve dans un sens a préciser les solutions stationnaires ou d’équilibre de (1),
c’est a dire vérifiant J

F(U) = S(U). ()
En ce qui concerne la propriété “asymptotic preserving”, on désire que le schéma
(3) préserve le comportement asymptotique en temps des solutions de (1). Cette
notion sera précisée sur des exemples.

Dans ce rapport, on suivra I’approche utilisée par G. Gallice pour construire
des solveurs de Riemann approchés conduisant a des schémas équilibre (cf.
[Gal02b] et [Gal02a]) et on la comparera & une approche de type relaxation
(cf. par exemple [Bou04]) et & une approche introduite par P. Cargo et A.Y.
LeRoux (cf. [CL94]). On l'appliquera & 'approximation du systéme de la dyna-
mique des gaz avec termes de friction et de gravité.

On peut citer en outre des travaux tres proches de cette problématique,
notamment ceux de Enaux [Ena07] et de Bouchut et al. [BOP07].

2 Les solveurs de Riemann approchés.

Dans toute la suite, on fera les hypotheses classiques suivantes :
(i) La fonction flux F (resp. le terme source S) est une fonction de classe C!
(resp. de classe C°) d’un ouvert convexe © de R™ dans R™.
(ii) Les valeurs propres A\;(U), 1 < k < n, de la matrice Jacobienne A(U) =
F’(U) de la fonction flux F sont réelles et les vecteurs propres (a droite) Ry (U),
1 < k < n, correspondants forment une base de R".

Par ailleurs, si (7, ¢) est un couple entropique composé d’une entropie n =
n(U) conveze et d'un flux d’entropie ¢ = ¢(U), c’est a dire tel que!

¢ (U) =»'(U) - A(U), (5)

LOn identifie ici les dérivées n/(U) et ¢’(U) & des vecteurs lignes.




on trouve que toute solution réguliere de (1) vérifie
Oim(U) + 02q(U) = o(U)

ou

o(U) = 7/ (U) - S(U). (6)

Nous nous intéresserons ici uniquement aux solutions entropiques de (1), c’est
a dire vérifiant I'inégalité d’entropie

9m(U) + 0,q(U) < o(U). (7)

On désigne par W(z,t; Uy, Uy) “la” solution entropique du probleme de
Riemann (1),(2). On note que, a la différence du probleme homogene, une telle
solution n’est plus auto-semblable. Néanmoins, en raison de l'invariance par
translation du systeme (1), on remarque que “la” solution entropique de (1)
avec la condition initiale

Ug, xr < Xo,
Uy, > 29

Uz, to) = {

n’est autre que
U(z,t) = W(x —zo,t —to; Uy, Uy).

On fait maintenant la remarque suivante : les lignes de discontinuité de

W(z,t) = W(z,t; Uy, Uy) sont situées & l'intérieur du rectangle (—5%, 5%) x

(0, At) pour t < At et % assez petit de sorte que, en intégrant I’équation (1)
(avec U remplacé par W) dans le rectangle (—52, 42) x (0, At), on obtient

2072
pour % assez petit la propriété suivante de W

= At T T
[ {W(z, At) — W(z,0)} dx + /0 {F(W(A—,t)) - F(W(—A—

Az 2
2

At A2
= / / S(W (z,t))dxdt.
0 Joar

Comme, pour 0 <t < At,

W(_%v t) = U(] + O(At)v W(%

5 5 ,t)ZUd-f—O(At),

on trouve
5 A
W (x, At)dx = -

e 2

(Uy+Uy) — AL(F(Uy — F(Uy))+

At A2
+/ / S(W(z,t))dzdt + At O(Ax + At).
0 o

On est ainsi amené a introduire la



Définition 1 Un solveur de Riemann approché W(x,t; U,, Uy) de (1) est con-

sistant avec la forme intégrale de (1) s’il existe une fonction S = S(&,7; Uy, Uy)
telle que

Ax
2~ A
[ L W st U, U) = 57U, + Un - AUF(UD) - F(U,)+
B 9)
+AzAt 8(Az, At; U, Uy)
avec B
lim S(Az, At; Uy, Ug) = S(U). (10)
Ax, At — 0
U, U,— U
De la méme fagon, partant de linégalité d’entropie (7), on obtient par
intégration sur (—%, %) x (0, At)
%
| L (Wi 80) ~ Wz, 0)) da+

2

w [ laow G- aw- S bas [T ] : o (W, 1)) dudt

soit

/7:_ n(W(x, At))dz < %W(Ug) +1(Ua)) - At(q(Uq) - q(Uy))+

+ /At /i o(W(z,t))dzdt + At O(Ax + At).
(11)

Définition 2 Le solveur de Riemann approché W(x,t; U,, Uy) est consistant
avec la forme intégrale de la condition d’entropie (7) s’il existe une fonction

(&, Uy, Uy) telle que
A
2

[ (W 80y < 520U, +0(U) - Ata(Ua) — a(Uy)+

2

+AzAt 6(Az, At; Uy, Uy)

(12)
avec
lim (Az,At; Uy, Ug) = o(U). (13)
Az, At — 0
U, Uy~ U

On se donne désormais un pas d’espace Ax et un pas de temps At que I'on
supposera constants pour simplifier. En posant

r;=jAx,j €L, t,=nAt,neN



et en notant U7 une approximation de U(x;,,), on associe au solveur de Rie-
mann approché W = W(x,t; Uy, Uy) le schéma (3). On dira que ce schéma
(3) est de type Godunov si W vérifie la propriété de consistance (9) et qu’il est
entropique s'il vérifie de plus la la propriété (12).

Donnons une forme plus utilisable du schéma (3). On définit auparavant

- 2 [0 —
Uj-l—% = E e W(I, At, Uj, Uj+1)dCC,
2
(14)
N
U;r_i_% == E A W(I, At, Uj, Uj+1)dCC
de sorte que le schéma (3) s’écrit
1
n+1 _ n,+ n,—
U™ = i(Uﬂ'—% —I—Uj+%). (15)

Vérifions la

Proposition 1 On suppose que le solveur de Riemann approché W(,T, t; Uy, Uy)
est consistant avec la forme intégrale de (1). Alors le schéma (3) associé s’écrit
sous la forme conservative

At At ~n ~n
1 m m
U'jLJr - IZjL—E(Gj+%—Gj_%)+7(sj_%+sj+%) (16)
ot
Az

811 = 8(Az, At; U, Ujya) (18)

Démonstration. On peut écrire (15) sous la forme

Ax

1 2~ 1
n+1 n n n,— n,—
Ut = | L W AL UG U )de + 5 (U) — UG
2

c’est & dire en tenant compte de la propriété de consistance (10) et en utilisant
la notation (18)

U = SUL, 4 U)) - SH(F(U}) — F(UJ )+
(19)
OS] 45 (UN - UL,
De la méme facon, on a
Ax
Ut = é A W (z, At,U?, UY,  )dx — %(Ujf% -
T2



soit

UjH = i(Uj +U} ) — E(F( 1) —F(UY )+
(20)
" 1 n,+ n,+
+At Sj+% — §(Uj+% - Uj_%).
En sommant (19) et (20), on obtient
Uit =uj - E(F(Uj+l) - F(Uj_ )+
1 n n, n n, n mn,— n mn,—
+Z((Uj+l - Uj_:_%) - (Ug - Uj_-’_%) - (Ug - Uj-i-%) + (Ujfl - UJ_%))
At ~n ~n
+5 (81 +8;11)

c’est & dire (16) si on définit G 1 par (17).
De maniere analogue on vérifie la

Proposition 2 0n suppose que le solveur de Riemann approché AW(x, t; Uy, Uy)
est consistant avec la forme intégrale de l'inégalité d’entropie (7). Alors on a

At ~n ~n At ~n ~n
n(Uﬂ;H)gn(U}?)—E(qﬂ% — @ 1)+ 5 (67, +57) (21)
ot )
G+ = 5(a(U)) +a(Uj1))—
(22)
Az
—aag (1Ui1) =n(Uj 1)) = () = (U 1))
et
&jJr% = &(AI,At, Uj, Uj+1). (23)

Démonstration. Elle est analogue a celle de la Proposition 1 a ceci pres qu’elle
utilise I'inégalité de Jensen. On déduit de (15)

n+1 n,+ n,—

N | =

ce que l'on peut écrire

((U7) +0(U750) + S ((U7) — n(U7)

N =

Or on a toujours d’apres l'inégalité de Jensen
2 [0 =
W(Uj, )=1n ey e W(z,At; U,;_1,U,)dx
2

2 [0
«5/nwmmmmwm

Ax
2



et de méme

Az

L)< a [ AW ALY, U

de sorte que

Ax

w03 < 5 [ L W AUTL U+ 50007,) (U )

On a également

Az
2

w0 < 5 [ L Wi AR UT U = 500U = (U )

La démonstration se termine comme précédemment en utilisant la propriété de
consistance (12).

Dans toute la suite, il sera commode d’utiliser les notations suivantes

2 0

U U U =5, )
T2

W(z, At; U,, Uy)de,
(24)

U'(U,, Uy = / W (z, At; Uy, Uy)d,

(F(Uy) +F(Ua))—

de sorte que

Remarque 1. Il convient de noter que
W(z,At; U, U)=U+0 (At) #U
si bien que 'on a en général
W(z, A, U, U) #U

d'ont .
U (U, U)#U, G(U,U)+#F(U).



Passons a ’étude des propriétés d’équilibre d’un schéma de type Godunov.
On note que, d’apres (15), une solution stationnaire (Uj);jez d’'un tel schéma
est caractérisée par

1 - ,
Uj=5(UL,+U,,) Vi€, (26)

relation qu’il faut comparer & ’analogue discret de (4) soit

L (F(Uj1) ~F(U) =8,,; VjeZ (21)

Pour que (26) ait lieu, il suffit de demander que
U; = Uj+ =U,, VieZ (28)

_1
2

On dira “abusivement” que la suite (Uj);ez est solution d’équilibre du schéma
de type Godunov si elle vérifie les relations (28). On obtient alors la

Proposition 3 Une solution d’équilibre vérifie (27) pour tout j € Z.

Démonstration. Etant donné une suite (U;), ez, on pose

S -
U; = §(UJ*% + UJ’+%>
On a d’apres (20)
_ 1 At
|Qp— +
+AES;1 4 — 505, ~ Uy
soit At
Uj = UJ E(F(U]Jrl) F(UJ)) + At SJJr1 +
1
+5(U), = UL, — U+ Ug)

Si (Uj) est solution d’équilibre, on a

C + +
U;=U;=U",, U =U',
2 2

d’ot la relation (27).

On dira que le schéma de type Godunov est un schéma d’équilibre si, pour
toute condition initiale (Uj;) vérifiant la relation (27) pour tout j € Z, la solu-
tion du schéma est solution d’équilibre (c’est a dire vérifie (28)).

Il est clair que les relations (28) sont de vérification délicate du moins en
général. On est ainsi amené a introduire une notion plus forte que la notion de
solution d’équilibre mais de vérification plus aisée. On dira que (Uj) est solution
d’équilibre fort si on a pour tout j € Z

Uj, x <0,

Uji1, x>0. (29)

W(JE, t; Uj, Uj+1) — {



Puisque cette propriété (29) entraine trivialement les relations (28), une solu-
tion d’équilibre fort est solution d’équilibre. Le schéma de type Godunov sera
qualifié de schéma d’équilibre fort 8’1l fournit pour toute condition initiale (Uj;)
vérifiant la relation (27) pour j € Z une solution d’équilibre fort.

Nous en venons maintenant a la construction effective de solveurs de Rie-
mann approchés. Dans toute la suite, nous nous limiterons a considérer des

solveurs de Riemann simples de la forme

U, = U,, %</\1,

WU, U =4 Ui Aa < <M k=20 (30)

X
U1 = Uy, i Al

Il convient de noter que, dans le cas d’un solveur de Riemann simple, W est
une fonction auto-semblable comme pour un systéme homogene!

Proposition 4 Le solveur de Riemann simple (30)est consistant avec la forme
intégrale du systéme (1) dés qu’il existe une fonction S = S(Ax, At; Uy, Uy)
vérifiant la propriété (10) et telle que

l
F(U,) — F(Uy) — AzS(Az, At; Uy, Ug) = > Mo Ui1 — Uy). (31)
k=1

Démonstration. Sous la condition C.F.L.
At 1
A | — < =
1%1%%(1' k| Ax — 2’

on peut écrire

Ax
/ o Wiz s Uids =
: Az
= (AL A kg Ak — Ae_1)At Uy + (T —NAHU, =

Az !
=~ (Ug+Ua) — ALY Xe(Upyr — Up).
k=1

En comparant avec (9)-(10) le résultat suit.

Proposition 5 Le solveur de Riemann simple (30) est consistant avec la forme
intégrale de l'inégalité d’entropie (7) s’il existe une fonction & = 6(Ax, At; Uy, Uy)
vérifiant la propriété (13) et telle que

l
q(Us) — q(Uy) — Az 6(Ax, At; Uy, Ug) < > Me(n(Uisr) = n(Ui)).  (33)
k=1



Démonstration. Toujours sous la condition C.F.L. (32), on a
Ax
2

[ (WU, U =

= %(n(U )+ n(Ua)) AtZ)\k (Ug41) — n(Ug)).

En comparant avec (12)-(13), on obtient le résultat.

Proposition 6 Pour un solveur de Riemann simple (30), le flux numérique
G(U,, Uy) est donné par

G(Ug,Ud)—%{F( )+ F(Uy) — ZW Upsr — k)}. (34)

Démonstration. On utilise I'expression (25) du flux numérique. Il s’agit alors
de vérifier que

Az

k=l
A (U= U7 (U,,U0) = (U, = U (U, Ua)) = Y el (Uss = Uy,
k=1

On montre d’abord que

U =U0"(U, U, = AI/ WA 1 U,, Uy)da

ol
AL = max(0, Ag).

En effet, soit m € {1,..,1} tel que Ay—1 <0 < Ay, (avec g = —00); on a

-1

~+ 2 A
U= {)\mAtUm + ) (ks — M) AU + (7“7 - /\lAt)Ud}

k=m

I I
2At 2At
Ug— — k(Uggr — =U;— — (U1 — Up).

k=m k=1

On a de méme

- 2At .
U =U (U, Uy =U, - Z/\ (Upsr — Uyg), Ay = min(0, \g).

On en déduit que

l
(Ua=T) = (U, - T7) = 22550 = AUk~ U

k=1

10



l
2At
= A, D l(Upga = Uy)
k=1
d’ou le résultat.

Remarque 2. Lorsque U, = U; = U, on a en vertu de (31)

l
> Me(Uryr — Up) = —Az S(Az, A; U, U)

k=1

de sorte que, a la différence du cas d’un systéme homogeéne, on n’a pas en général
Ui = U, 1 < k <. Dans ces conditions, on trouve

l
1
G(U,U) =F(U) - 5 > [M[(Uss1 — Ux) # F(U).
k=1
3 Le systeme de la dynamique des gaz avec termes
de friction et de gravité.
Dans toute la suite de ce rapport, nous allons nous restreindre au cas modele

du systeme de la dynamique des gaz avec termes de friction et de gravité. En
coordonnées d’Fuler, ce systeme est de la forme

8159 + az(gu) =0,
O (ou) + 0z(ou? + p) = o(g — ap(u)), (35)

de(0e) + 9. ((0e + p)u) = o(gu — arp(u))

ol p(u) et ¥(u) sont des termes qui modélisent la friction et o > 0 est un
coefficient de friction constant que I'on sera amené a supposer “tres grand” par
la suite. Pour fixer les idées, les termes de friction seront pris de la forme

p(u) = u[Xu, 0
36
P(u) = aluX™?, 0<a<l1

ol typiquement x = 0 (friction linéaire) ou y = 1 (friction quadratique) et a
est une constante. Enfin g est une constante qui représente ’accélération de la
pesanteur.

En coordonnées de Lagrange, le systéme (35) devient

8,57 — amu = 0,
O+ Omp = g — ap(u), (37)
e + Om(pu) = gu — ap(u)

1
ou 7 = — et m désigne une variable de masse. Si on introduit ’entropie physique

spécifique s telle que
Tds = de + pdr,

11



on vérifie immédiatement que, pour une solution réguliere (c’est & dire sans
choc) de (37), I’équation de conservation de I’énergie peut s’écrire

Tos = alp(uu —P(u)) = (1 - a)aluPF2. (38)

En particulier, pour @ = 1, il n’y a pas de dissipation d’entropie due a la friction
tandis que, pour a = 0 (i.e., pour ¥(u) = 0), toute la friction est transformée
en énergie interne. On note que, dans le cadre des applications aux écoulements
diphasiques rencontrés au C.E.A., le modele pertinent correspond a y = 1 et
a=1 (ie., ¥(u) = p(u)u).

On passe & I’étude des solutions stationnaires du systeme (37). Elles sont
caractérisées par

du

am =%

L g aplu), (39)
d

—(pu) = gu — av)(u)

soit
u = Cte,

B _ o aplu)
dm_g apl\u),

dp
us— = gu— ap(u).

On distingue alors les cas u = 0 et u # 0. D’une part

u =0,
. (10)
dm g
fournit une solution stationnaire. D’autre part, pour u # 0, on doit avoir
dp P(u)
T =g ap(u) =g-a—
soit
P(u) = p(u)u.
Autrement dit, uniquement dans le cas a =1,
u = Cte # 0,
(41)

L g aplw)
dm_g ¥

fournit une solution stationnaire de (39).

12



L’étude des solutions stationnaires du systeme (35) se révele un peu plus
délicate. Elles sont caractérisées par

d
L (o +p) = olg — ap(w)) (12)
7. (eu” +p) = olg — ap(u)),
d J—
@((96 +p)u) = o(gu — arp(u)).
On obtient donc
ou = Cte,
du d
guﬁ + ﬁ = 0(g — ap(u)),
d
ous + 7 (pu) = o(gu — ()

On se limite ici a considérer les solutions stationnaires correspondant a u = C'te.
On distingue a nouveau les cas u = 0 et u # 0. D’une part

u =0,
o (43)
dr

fournit une solution stationnaire classique. Par ailleurs, pour u # 0, on obtient

09

o = Cte,

Z—i = o(g — ap(u)),

de dp

QU% + U@ = o(gu — avp(u))

soit
o = Clte,

Z—i = o(g — ap(u)), (44)

wIE = alup(u) — v(u)).

d
Si (u) = p(u)u, on obtient d—g = 0 de sorte que
T

p=p(o,e) =Cte
Ainsi, dans le cas a = 1,

o= Cte, &= Cte,
(45)
9= ap(u)

13



fournit la solution stationnaire. Par contre, pour a < 1, on obtient une équation
non triviale pour & = &(z)

de _ ¥(u)

ar a(p(u) — T)-
Pour fixer les idées, plagons nous dans le cas d’un gaz parfait polytropique pour
lequel p = (v — 1)ge. Alors (44) donne

;l_i - %(g —ap(u)) = a(e(u) — @

)

de sorte que u est solution de

g =atet) (= D) = a(y — (3~ Daye(u)
Soit
| g
ey (aw (v 1>a>)

P (v) = o] ¥, (46)

On passe au comportement asymptotique des solutions de (35) ou (37)
lorsque a@ — 4-00. On commence par le systéme (37). On postule des développements
asymptotiques en é :

1
T:TO+—T1+...,
«

1
w=u+—u'+ .., (47)
a

1
e=e'+ et + ...
«
Avec I'équation d’état p = p(7,¢€), on trouve

O =p(r' e

1
p=p"+-p ., p
@
tandis que

1 1
e=¢e+ §u2 =4 —et+ .., ="+ ()2
a

En remplacant dans (37) 7, u et £ par leurs développements (47), on obtient

(’%TO — (9mu0 + 1(8,571 — 6mu1) + ... = 0,
«
1
Opu® + 0, p° + E(atul + Ompt) + .. = —ap(u®) + g — @' (W)u + ..,
1
e’ + O (pu") + —(ue! + Om(pu)') + .. = —ap(u?) + gu’ — ¢/ (W)u’ + .

14



Les termes en O(a) donnent
p(u’) =0,
P(u’) =0

soit u® = 0 tandis que les termes en O(1) s’écrivent

6t7'0 — 8mu0 = 0,
Opu’ + O’ = g — @' (u®)u,

D1 + 0 (00) = gu® — ! (w0}
c’est a dire puisque u® =0

70 = 79(m),

Omp” =g —¢'(0)u',
04 = =" (0)ul = 0= €% = (m).

Lorsque x = 0 (friction linéaire), on a ¢'(0) =1 d’ott

™ =7%m), %=¢e%m)

Par contre, lorsque x > 0, on a ¢'(0) = 0 d’ott

™ =7%m), %=¢e%m)

dp® B

dm
ce qui implique que la donnée initiale est “bien préparée”. Dans le cas contraire,
on obtient une couche limite en temps. Néanmoins, on conclut de cette discussion
formelle qu’il est naturel de postuler que

u — u’ = 0 lorsque a — +oo. (48)

Analysons alors le comportement en temps long des solutions de (37). On
effectue le changement d’échelle

t=fs, v=p0u, B=avn (49)
ce qui est loisible en vertu de (48). En notant que
1 1
p(u) = a@(“)a Y(u) = a—ﬁlﬁ(v)a
il est immédiat de voir que le systeme (37) s’écrit alors compte tenu de (36)
OsT — O =0,
! 0 Omp =
E 5’U+ mp_g_(p(v)a (50)

1 2
O + 2—62851) + O (pv) = gv — (v),

15



systeme auquel il faut rajouter I'équation d’état p = p(7,e). A I'ordre 0 en

on trouve le systeme v
OsT — O = 0,
Omp =g —¢(v),
0s& + Om(pv) = gv = ¢(v).

La fonction ¢ étant inversible d’inverse donné par (46), on obtient le systeme
en (1,¢)

OsT — Opv = 0,
(51)
0s€ + O (pv) = gv — Y(v)
avec
v =" (g — Omp),
(52)

p = p(T, 5)'

En particulier, dans le cas d’une friction linéaire y = 0, on a
V=g—Omp
et le systeme (51) devient
05T+ 0%p =0,
9se +2(1 — a)gOmp + a(0mp)? — Om(POmp) = (1 — a)g?

soit pour a = 1
057+ 0%p =0,

Ose —pd2p = 0.

On considére maintenant le systeme (35). En effectuant le changement d’échelle
(49), il devient

as@ + aﬂc(gv) =0,

1(0.(00) + 0.(e0™) + 82 = olg — 9(0)) 53)

j%wxm%+m@ﬁ»+m@a+m«m+mw:MW—¢@»

A Tordre 0 en %, on obtient

65@ + am(Q'U) = 07
0zp = 0(g — ¢(v)),

0s(02) + 02((0e + p)v) = o(gv — ¥ (v))
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c’est & dire le systeme en (g, ¢)

65@ + am(Q'U) =0,
(54)
0s(0e) + 0x((0e + p)v) = o(gv — P(v))

avec

- 1
v=1¢ '(g—=0,p),
¢ (55)

p=p(0,¢).

Remarque 3. Si on se restreint au cas du systeme de la dynamique des gaz
barotropes, on obtient & la place de (54) et (55) 1’équation parabolique non
linéaire

050+ aﬂc(gv) =0,
L, 1 (56)
v=9¢"(9— Et?mp), p=p(o)

En particulier, dans le cas d’une friction linéaire pour laquelle
1
v=g— —0gp
0
on trouve

D50+ 90,0 — 32p =0

qui est un modele de type Darcy. Deux questions de nature théorique se posent
alors de maniere naturelle. Il s’agit d’une part de montrer que le modele (54),(55)
de type Darcy généralisé (ou le modele correspondant (51),(52) en variables de
Lagrange) est effectivement bien posé et d’autre part de vérifier que (54),(55)
est bien le systéme limite de (53) lorsque o — +o00, généralisant ainsi le résultat
de Marcati (cf. [MM90]).

4 Un schéma d’équilibre et “asymptotic preser-
ving” pour le systeme de la dynamique des
gaz avec termes de friction et de gravité en
coordonnées de Lagrange.

On s’intéresse dans cette section a l’approximation du systeme (37).

4.1 Le cas homogene.

A titre introductif, on commence par considérer le systeme homogene

0T — Omu = 0,
O+ Opmp = 0, (57)

Ore + O (pu) =0
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que 'on écrit

HV+0,F(V)=0 (58)
avec
T —u
V=| u |, FV)= P (59)
e pu

On va lui associer un schéma de type Godunov entropique ayant de bonnes
propriétés de positivité. On suit en cela Gallice (cf. [Gal03]). On introduit le
solveur de Riemann simple

Vg,

Vi, —C< ? <0,
—~ m N
W(Z5V,, Vo) = (60)

vy, 0<?<C,

Vdu

ou C > 0 est un parametre qui “approche” la vitesse lagrangienne des ondes
acoustiques, parametre qu’il s’agit de choisir au mieux. Afin de choisir les états
intermédiaires V; et V, on écrit les relations de saut de Rankine-Hugoniot a
la traversée de chaque onde du solveur de Riemann simple (60) soit

(i) F(Vy) —F(Vy) = =C(Vy = Vy),

(i) F(Vy) = F(Vy) = 0, (61)
(1) F(V4) — (V) = C(Va — V).
La relation (61 ii) donne

(62)
Py =Dy, =p"
de sorte qu’il y a continuité de u et p a la traversée de la discontinuité station-
naire. Alors la relation (61 i) devient

—ut Fuy = —C(T; —Tg),
p*—py = —Cu" —uy), (63)
pru” —pgug = —Cleg — eg)
tandis que la relation (61 iii) s’écrit
—ug+u* =C(rqg — 7)),
pa—p* = Clug —u”), (64)

paug — pru* = Cleq — €5).

18



Les deuxiemes équations (63) et (64) donnent

1
= a__Au

C
p* = Pa — EAU

(65)

oll, de maniere générale, on a posé pour tout couple (¢4, ¢q)

b= 5(6y+00), AG= a0y

On peut ensuite calculer les couples (7, 7) et (e;, e). Dune part, on déduit
de chaque premiere équation (63),(64) et (65)

. 1 1
Ty =Tg+ %Au — WAP’
i N N (66)
Ty —Td—l—% u+ﬁ p-
D’autre part, on déduit de chaque troisieme équation (63),(64) et de (65)
. 1 C 1
€y =€y + C {pgug = (Pa — EAU)(ua - %Ap)}
1 A 1 1A A 1 A
=eg + Eua U+ a(pgug — Pala — Z u p)"’ ﬁpa p
o 1 C 1
ci = e~ g {pma = (o = S 800 - 500}
L Au+ ! ( + IA A ) ! A
=eq — ~UgAU + = (Patta + ~AUuAp — pgug) — =—5PaAp.
d— 5 C p 1 P — PdUd 202? P
Puisque
1 1
Patia + 7AUAD = 5 (pgug + Patia),
on trouve
* Lo o 1 Lo 9
e, =€g+ Z(ud —uy) — %(pdud — pgltig) + 4—02(1%1 —Dy)s
(67)
x _ Lo o 1 Lo 9
e;=eq— Z(ud —uy) — %(pdud — Pglig) — 4—02(1%1 —Dy)-

On note que le solveur de Riemann simple (60) ainsi défini est bien consistant
avec la forme intégrale du systeéme (58). En effet, la relation de consistance

AF = -C(V, = V,) +C(Va—Vy)
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est une conséquence des relations (61). Par ailleurs, toujours en utilisant ces
relations, on obtient d’aprés la Proposition 6 que le flux numérique du schéma
de type Godunov associé est donné par

GV, Vo) =SBV +FVI) = | 0 . (68)
p*u*

On constate que n’y interviennent que les valeurs du couple (u*, p*). De fait ce
schéma coincide avec le schéma acoustique (cf. [God59]).

Il reste a choisir le parametre C' > 0. On cherche d’abord a quelles condi-
tions le solveur de Riemann (60) est positif, c’est & dire produit des états in-
termédiaires V7, et V; vérifiant

Ty, Tq >0, gg,65>0. (69)
Proposition 7 Le solveur de Riemann (60) est positif pour C' > 0 assez grand.

Démonstration. En utilisant (66), on vérifie immédiatement que I'on a 7, > 0
et 7; > 0 pour C assez grand. Calculons ensuite des expressions explicites de
g, et 3. On déduit de (67)

. 1 . 1 1
€g =&+ Z(uﬁ +uj —2(u*)?) — %(Pdud — Pglg) + m(pg - pi)v

. 1 . 1 1
i = cat (02 ud = 2u')?) — 5= (patia — pyty) — 175 (0 — P2).

Or on a en vertu de la premieére équation (65)

1
ul +u — 2(u*)? = ul + uj — 2(ua — s=Ap)?

2C
1 2, 2 1 2
= 2(Au) + CuaAp 507 (Ap)~.
si bien que
er=c¢ +E(Au)2+i(u Ap — paug + pgu )+L(2( 2 —p2) — (Ap)?)
g <9 ] 20 alAP Pbdauq Pglg 802 DPa pg P )
* EA2LA_ _L22_2 Ap)?
i = eat (B + 5o (ualp = patia + pytg) — 555 (2% — 12) + (Bp)).
Puisque
U AP — paua + Pglig = —padu
et
2(p; — p2) — (Ap)® =1,Ap,  2(p; —p)) + (Ap)® = aAp
ol
Hg = 3pg + Pd, Hd = Pg + 3pd, (70)
on obtient

. 1 1 1
g = Eg —+ g(AU)2 — %paAu —+ @HgAp,
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N 1 9 1 1
€4 = E&d + g(AU) - %paAu — @HdAp
soit encore 1
E; = Eg + @(CA’UJ — Hg)(CAu — Ap),
(71)
N 1
en=¢eq+ @(CAU —II4)(CAu + Ap).

A nouveau, il est clair que I'on a g5 > 0 et £ > 0 pour C' assez grand.

Remarque 4. En fait, la condition C' > 0 assez grand se détermine explici-
tement en résolvant des inéquations du second degré en C'.

Corollaire 1 Le schéma de type Godunov associé€ vérifie
n+1 n+1
>0, T >0 (72)
des que C;‘il sont choisis assez grands.
2

Démonstration. On introduit (cf. (24))

~— 2 O — m
V (V,,Vg) = M/ . W(—:V,, Vg)dm,
-5

At’
~+ 2 S m
\Y (Vg,Vd)_m/0 W(E;Vg,vd)dm
et on pose n .
(V )#% — VO (VILVIL). (73)

On a alors en vertu de (15)

Vi = ((Tf*):% + (V_);%) . (74)

~— ~+
Puisque V' et V' vérifient 7 > 0, € > 0 pour C assez grand, on obtient

immédiatement T;“rl > 0 pour C_;li , assez grands. En ce qui concerne E?H, on
2
note que € = e — %u2 est une fonction concave de V d’ou

1 S\ ~—\"
g’.‘+1>—<g<(v ) )+a<(v ) ))
772 i-3% i+3
et la conclusion suit.

Nous supposerons désormais que I’équation d’état du gaz p = p(7,¢) dérive
d’une équation d’état compléte ¢ = (,s) ou € est une fonction convexe de

(7,5). Alors on a une famille de couples entropiques (n = ¢(s),q = 0) ou ¢ est
une fonction telle que (7,u,e) — ¢(s((1,e — 2u?)) soit convexe. On sait (cf.

[Bou04]) qu’une telle fonction ¢ est nécessairement décroissante. 2

211 suffit en fait que ¢ soit de plus convexe pour que ¢(s) soit une entropie.
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Proposition 8 Pour C > 0 assez grand, le solveur de Riemann (60) est consis-
tant avec la condition d’entropie O;n < 0. Bien plus sous la condition C.F.L.

. 1

Cliy <5 (75)
on a

nitt < np. (76)

Démonstration. Il s’agit d’abord de vérifier que (cf. (33)

=C(ny —ng) +Cna —n3) > 0.

On montrera plus loin (cf. démonstration de la Proposition 13) que, pour C' assez
grand, on a
Sg 2> S, Sq= Sd

Puisque n = ¢(s) est une fonction décroissante de s, on obtient alors
Ny < Ngy Mi < Nd

ce qui implique la consistance avec la forme intégrale de la condition d’entropie.
On note ensuite que, sous la condition C.F.L. CAA—; < %, on a

~— At At
vV = 2C—Ang +(1- 2C—Am)Vg,
~+ At _ At

~— ~+
Autrement dit, V' (resp. V) est une combinaison convexe de V, et V7 (resp.
de V4 et V). On en déduit que

~— At At
< 20— p(V* — 20— <
~+ At At
< 20— n(V* — 20— <
n(V') <202 (Vi) + (1= 20 n(Va) < ma

et en utilisant (74)

AADEE (n ((\Nﬁ):_é) ) ((‘7);))

soit (76).

4.2 La prise en compte des termes source.

On va maintenant généraliser I'approche précédente a ’approximation du
systeme (37) que 'on écrit

&V + 0, F(V)=8(V) (77)
T —U 0
V=1 u [, FV)={( p |, S(V)=| g—ap() [. (78)
e U gu — a(u)
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On utilise & nouveau un solveur de Riemann simple de la forme (60). En vertu
de la Proposition 4, ce solveur est consistant avec la forme intégrale du systeéme
(77) il existe une fonction S = S(Am; V,, V) 2 avec

lim S(Am; V,, Vg) = S(V)
Am — 0
V,, Vq—V

telle que

F(Vy) —F(Vy) — AmS(Am; Vy, V) = —C(Vi = V) + C(Vy = V). (79)

1l est naturel de choisir S de la forme

0
S(Vg, Va) = | g—ap(d) (80)
gt — o (i)
avec
= u(Am; Vg, Vg), lim w(Am; V4, Vy) = u. (81)
Am — 0
V, Vi—V

Les relations de consistance (79) s’écrivent alors
—Au=C(1y — Ty +Ta— ),
Ap — Am(g — ap(i)) = Clug — uy + ug — uyy), (82)

A(pu) — Am(gi — ayp(@)) = Cleg — e; + eq — €j).

Puisque I’équation de conservation de la masse ne comporte pas de terme source,
il est naturel d’imposer les relations de saut de Rankine-Hugoniot relatives a
cette équation de conservation & la traversée de chaque onde de (60), soit

* * _
uy —CTg =uy — C1y,

wh = uy, (83)

ug +Crg =u; + CT1).

La premiere relation de consistance (82) est alors conséquence immédiate des
relations de saut (83). On pose ensuite

ut =y = ug. (84)

La deuxieme relation de consistance (82) s’écrit ainsi
Ap — Am(g — ap(t)) = 2C(uq — u*).

Si on pose
AP = Ap — Am(g — app()), (85)

3Plus généralement, on pourrait supposer que S dépend également de At mais on verra
que, dans notre cas, S est effectivement indépendant de At
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on obtient

1
*=u, — =—AP 86
Yo (86)
et en utilisant les premiere et troisieme relations (83)
1 1
7'; = Tg"— %AU— —2C2AP,

(87)

. 1 1
Tq = Td + %Au—i— WAP

A ce stade, les états Vi, et V} ne sont pas completement déterminés : il reste
a calculer e} et ej. La troisieme équation de consistance (82) ne fournit qu'une

relation liant e, et ey si bien quon dispose d'un degré de liberté dans la

détermination du couple (e, e}).

Explicitons auparavant les composantes du flux numérique qui, en vertu de
la Proposition 6, est donné ici par

1 * *
G(V,, Vy) = 5 {F(Vy) +F(Vy) — C(V,=Vy+Va— Vi)t (88)
La premiere composante de ce flux numérique s’écrit en utilisant (86) et (87)

1 N N 1 1 N
) {~u, —ug—C(1y =75+ 7a —T)} = 5(_2%1"' EAP) =-u.

La seconde composante du flux est donnée par

1 *
5 g +pa— Cu" —ug +ug —u’)} = p*
oll on a posé
. c
P =p.— EAU. (89)
Enfin la troisieme composante du flux numérique s’écrit

*

1 *
3 {pgug + paua — Cle; —eg+ea—eh)} .

Par analogie avec le cas homogene, on impose qu’elle soit égale a p*u*. Alors,
compte tenu de la troisieme relation de consistance (82), on obtient que e; — e,
et e — eq sont solutions du systeme

Cley —ea) — Cley —eg) = 2p"u™ — pyug — patia,

C(ef —eq) + Cle; —eg) = —Alpu) + Am(gt — a)(a)).

soit ) A
* %k m ~ ~
i = o= g {potg — ' + g - avia) ).

1 Am, _ ~
ey —ed = o {p*u* — palig + T(gu — az/J(u))} .
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Ceci acheve de déterminer les états Vi et V sous la seule réserve de choisir a.
On notera qu’en fait le flux numérique

_u*

G(Vyg, Va)=| »p (91)

p*u*
ne dépend pas explicitement de ey et de ej.

Passons a I’étude des propriétés d’équilibre et “asymptotic preserving” du
schéma numérique associé. Commencons par les propriétés d’équilibre. La condi-
tion d’équilibre (27) s’écrit ici

o (B(Va) = F(V,)) = 8(Am: V,, Vi) (92)
c’est a dire
Au =0,
Ap — Am(g — (i) = 0, (93)

A(pu) — Am(gis — anp(@)) = 0.
Les deux premieres conditions (93) donnent

Ug = Ug = U,

On trouve alors en vertu de (86),(87) et(89)
U = ug = u,
TS =Ty, T, = Tds
P = Da-
La troisieme condition (93) donne alors
uAp — Am(ga — atp(a)) =0

de sorte que
* ok Am ~ ~ * ok Am ~ ~
pgug — prut + T(gu —ap(a)) = p*u* — paug + T(gu — anp(@))

= 5 (ulp — Am{gii — (i) =0

soit d’apres (90)

*
€y =€g, €q=E€4.

La condition d’équilibre (92) entraine ainsi

V=V, Vi=V,
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Le schéma posséede la propriété d’équilibre fort pour tout choix consistant de 1.

Nous en venons a 1’étude des propriétés asymptotiques du schéma lorsque
a — +00. A la différence de la propriété d’équilibre, le schéma n’a pas le bon
comportement asymptotique pour tout choix consistant de w ainsi qu’on le verra
plus loin (cf. Remarque 5 ci-apreés). En fait, on va désormais prendre

a=u". (94)
On a alors en vertu de (85) et (86)
. _ 1 .
u' =g — 55 (Ap — Am(g — ap(u’)))

si bien que u* est solution de I’équation non linéaire en général

L, Amo o1 B
ut+ S ame(ut) = ta — 55 (Ap — Am g) (95)

. N . alAm . ) ) .
Puisque u* — u* + ch(u ) est une fonction strictement croissante qui ap-

plique R sur R, (95) admet une solution unique que 'on écrit

aAm

20)

1
u' = B(uy — ==(Ap— Am g);

5C (96)

. m . a1 .
ol joue le role d’un parametre.

En posant
Ujri = u*(Am; Vj, Vi), Pjtl = p*(Vj: Vjt1)
le schéma numérique s’écrit en supprimant l’indice n pour simplifier les notations

) At
T =T R (W d T i)

_ At «

Uj = uj — E(pj-i-% —pj_1) T At(g — 5(80(%—%) +o(uji 1)),
(97)

_ At

€ =€~ E(Pﬂ%uﬂ% —P-gU- )t

At
+7(g(uj,% + UjJr%) - a("/’(“jfé) + w(“’]"r%)))
o 1 1 alAm
ujry = (G +ujn = F (i —pj = Amg)); —=-),

(98)

1
Pjpl = 5 {pj +Pj+1 — C(UjJrl - UJ)}

On effectue maintenant le changement d’échelle (49). Si vy = fug, v4 = Bua,
(95) devient

. Am w1 1
U +%<P(5U )_Bva QO(Ap Am g).
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Lorsque § — +o0, on a

« 1, Ap
put ~ ¢ 1(‘@ +9)
c’est-a-dire . A )
= Bso*(—ﬁ tg)to(g), B oo
Il est alors loisible de poser
1 A 1
W=t v =T (gt 9+ o(g) (99)
et le schéma devient
i As
=T+ m(v]-'t-g — v 1),
1 1 BAs
B J B’Uj M(p]-i-% _pj—%) + ﬁAS(g - _(sp(v]—l) + SD(’U]JFl)))?
B 1 1 5 As
St gmli T T Y T A Pit Vit ~ P-4V 1)+
As
+ (9 g +vjp1) = (v 1) +9(v;44)))
avec
1 Am 1 1
ijJr% + f@(”ﬂ%) = %(Uj + V1) — %(pj+1 —pj — Amy),

1 C
Pipy =5 PitPi+1— E(’Uj-‘rl —vj) -

Dans la limite § — 400, le schéma tend formellement vers

B As
Tj=1Tj + E(U‘jJ’,% _Ujfé)v
1 1
Am (ijr% _pjfé) =9 5(‘%’(%‘7%) + <P(Uj+%))7
A (100)
_ s
€ =&~ m(pj+%vj+§ —Pj-3vi-1)F
As
#2000,y +0y) — (D) + 90y p))
avec » »
- j+1 —
Vipl = ¢ 1( JAm < +9),
(101)

1
Pjti = §(pj +pjt1)-
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En particulier, on obtient que le couple (7, ¢) vérifie le schéma

T =T+ A—(Uj+§ —vi-1);
B As
€ =€~ 7 Pt iVid —Pj-3Vi-1)t (102)
As
+7(g(vj,% + 'Uj+%) - (1/)(%7%) + 1/}(1)]4'%)))

avec les relations (101) et la loi d’état p; = p(7;,¢;), ce qui n’est autre qu'un
schéma explicite classique de discrétisation du systéme limite (51),(52). Comme
la deuxieéme équation (100) est visiblement une conséquence de (101), on trouve
que les systeémes (100),(101) et (101),(102) sont bien équivalents.

Ainsi, avec le choix o = u*, le schéma de type Godunov obtenu préserve le
comportement asymptotique pour o — +o00 des solutions du systéme (37).

Remarque 5. Si au lieu de choisir & = v, on prend par exemple @ = u,, on
perd le caractere “asymptotic preserving” du schéma. En effet, on déduit alors
de (85),(86)

N 1
U = Uq — %(AP — Am(g — ap(ua))).
Si on effectue le changement d’échelle (49), on obtient
.1 1
ut = —v, — 5= (Ap — Am(g — ¢(va)))

] 20

1
et il n’est plus loisible de poser u* = =v™ de sorte que I'analyse asymptotique

précédente n’est plus valable. En fait, pour obtenir le comportement asympto-
tique désiré, il convient de choisir @ de maniere que u* vérifie (99), ¢’est-a-dire
essentiellement u = u*.

Terminons par I’étude des propriétés de positivité du schéma. On a I’analogue
de la Proposition 7.

Proposition 9 Le solveur de Riemann (60) associé au systéme non homogéne
(87) est positif pour C' > 0 assez grand.

Démonstration. On déduit d’abord de (87) que I'on a 7; > 0 et 7; > 0 pour
C > 0 assez grand. On calcule ensuite £ et 7. Il sera agréable de poser

Ag = Am(ap(u*) —g), Ar= Am(a% -9) (103)

ce qui définit en particulier ¢ & une constante additive pres. Alors (90) avec
u = u* s’écrit sous la forme équivalente suivante

1 1 1
€g =€+ = {pgug —put — §U*AQ} + s=u"(Ag — Ar),

C 2C
ed—ed—i-a{pu ~ Paud — Hu Aq}—l—%u (Ag — Ar).
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En utilisant (86) et (89) et en remplagant p par P — ¢, on obtient

. 1 C
€g = €y ++6 {(Pq = qg)ug — (Po — qa — - Au)(uq — _AP) -

2 2C
1 1,
—i(ua - %AP)Aq} + Yok (Aq — Ar)
soit 1 1 1
e; =¢eg+ iuaAu + E(Pgug — Pou, AuAP) 202P AP
1 1 1 1
+5(Qaua — qqug — §uaAQ) + Cg( 2quP + - APAQ) + %u (Aq - AT)
ou encore
. 1 o 1 1 ,
eg:€g+1(ud_ug)_%(Pdud_Pgug) 402(Pd P)
! A 1 AP + L “(Ag — Ar)
Mol e Tork pc (1T 2
On en déduit
* 1 *
€, = 802 (CAu —1II,)(CAu — AP) + ok (Ag — Ar) (104)
et de la méme fagon
1 *
En=¢€d+ =—= 802 (CAu —114)(CAu+ AP) + Yok (Aq — Ar) (105)

avec cette fois
Il, = 3P, + P; — 4qq,
(106)
g = Py + 3P; — 4qq.

Ici encore, on vérifie aisément que 'ona ey > 0 et ) > 0 pour C' > 0 assez grand.

Corollaire 2 Le schéma de type Godunov d’approzimation de (37) vérifie
1 1
>0, >0 (107)
des que C;lil sont choisis assez grands.
2

La démonstration est identique a celle du Corollaire 1.
Il resterait a étudier les propriétés entropiques du schéma. C’est ce que nous
ferons dans la section 7 mais dans un cadre Eulérien

5 Solveurs de Riemann simples en coordonnées
de Lagrange et en coordonnées d’Euler.

On a vu dans la section précédente comment on pouvait construire un sol-
veur de Riemann simple pour les équations de la dynamique des gaz avec termes
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de friction et de gravité en coordonnées de Lagrange qui conduisait a un schéma
ayant de bonnes propriétés d’équilibre et “asymptotic preserving”. Il s’agit main-
tenant de construire un tel solveur en coordonnées d’Euler. Dans cette section,
on va montrer de maniere générale comment, étant donné un solveur de Riemann
simple pour un systeme de lois de conservation en coordonnées de Lagrange, on
peut lui associer de maniere canonique un solveur de Riemann simple pour ce
méme systeme de lois de conservation en coordonnées d’Euler. On suit encore
Gallice (cf. [Gal03]).

Plus précisément, on considere un systeme de lois de conservation en coor-
données d’Euler de la forme

815@ + 6m(9u) =0,
(108)
O1(0V) + 0:(0Wu + (o, V)) = os(o, ¥)

ol on a distingué la loi de conservation de la masse de celles des autre grandeurs
notées oW. On pose

U= %) P~ g o )

(109)
Sp(U) = ( 0 )
r 0s(0,¥)
de sorte que (108) s’écrit
0;U + 0,Fr(U) = Sg(U). (110)
En coordonnées de Lagrange, le systeme (108) devient
(’%T — 8mu = 0,
1 1 (111)
OV + O f(—,U) = s(—, 0).
T T
Si on pose
. —u 0
T T
le systeme (111) s’écrit
OV + 0, Fr (V) =S,(V). (113)

Par ailleurs, on sait que les valeurs propres A de la matrice Jacobienne de F g (U)
sont reliées aux valeurs propres p de la matrice Jacobienne de F (V) par

A=u+ pr. (114)

~ .m
On se donne maintenant un solveur de Riemann simple WL(7;Vg,Vd)
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associé au systéme (111) (ou (113)), soit

m
V=V, 7 < H1,
—~ m m
WL(?§Vg,Vd) = Vi, pg—1 < 7 <pk, k=21 (115)
m
Viy1 =V, 7 M

Puisque 1’équation de conservation de la masse dans (111) ne comporte pas
de terme source, il est naturel d’'imposer, comme dans la section précédente,
que les relations de saut de Rankine-Hugoniot relatives a cette équation soient
satisfaites & la traversée de chaque onde de (115), c’est-a-dire

Up + kT = Ug+1 + MeThr1, k=1,.,1 (116)

On associe au solveur de Riemann simple en coordonnées de Lagrange (115) le
solveur de Riemann simple en coordonnées d’Euler défini par

X
UlegzU(Vg), ? <)\1,

WE(%;UQ,Ud): Uy, = U(Vy), /\k_1<%<)\k, k=21, (117)

X
U1 =Ug=U(Vy), ks Al
ou
Ak = Uk + UkTe = Ug+1 + T, k=1,..10 (118)

Proposition 10 On fait Uhypothése (116). Alors les deux propriétés suivantes
sont équivalentes * :

l

Fr(Va) = FL(Vy) = Am Sp(Vy, Va) = > pi(Viys — Vi) (119)
k=1
et .
Fp(Us) — Fu(U,) — Az Sp(Uy, Ug) = > M(Uiyr — Ui) (120)
k=1
ot
Am  ~ ~ 0
Ax = %a s SE(Uqa Ud) = QaSL(th Vd) = Qa ( @( Vg, Vd) ) . (121)

Démonstration. On commence par noter la relation suivante ® qui a lieu pour
toute suite (or)i<k<i+1, P1= Py, Pl+1=Pd:

l l

A(opu) + Zuk(wﬂ — k) = Z M (Ok+1Pk41 — OkPE)- (122)
k=1 k=1

4Pour simplifier les notations, on a supprimé la dépendance en (Am, At) et (Ax, At) de
S, et Sg respectivement
50n rappelle la notation Ay = x4 — Xg-
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D’aprés (118) on a en effet

I I I
D MelOkr19h11 — 0kok) = D (Uit + 6Tk 1) 0k 119k 11 — D (Uk + HkTh) OkiPk

l l

I
= Z Ok+1Pk+1Uk+1 — Z Ok PR UK + Z 1k (Pr+1 — Pk)
k=1 k=1 k=1

soit (122). On remarque ensuite que

l

—Au = Zﬂk(ﬂﬁ-l — Tk)
k=1

est une conséquence de (116) tandis qu’on obtient en utilisant (122) avec ¢, = 1

l

Alou) = Mrlokr1 — ox)-
k=1

Dans ces conditions, il s’agit uniquement de montrer 1’équivalence des relations

l
Af—AmsS= Zluk(\l/kJrl — \I/k)
k=1

et
l

A(Q\I/u + f) —AmSs= Z )\k(QkJrl\I/kJrl — qujk)-
k=1

Or ceci résulte de (122) ol on a remplacé ¢y, par U.

En d’autres termes, le solveur de Riemann simple en coordonnées d’Euler
(117) est consistant avec la forme intégrale du systéme (108) si et seulement si
le solveur de Riemann simple en coordonnées de Lagrange (115) est consistant
avec la forme intégrale du systéme (111).

Par ailleurs, on sait que le systeme (111) admet une inégalité d’entropie de
la forme
onL + Omqr < oL, (123)

si et seulement si le systéme (108) admet I'inégalité d’entropie
One + 0xqp < ok (124)
oll
NE =00, B = oNLu+qL =1npu+tqr, Op = Q0L. (125)

Proposition 11 On fait encore Uhypothése (116). Alors les deux propriétés
sutvantes sont équivalentes :

l

ar(Va) = ar(Vy) = Am (Vg Va) = Y pe(nn(Viga) = ne (Vi) (126)
k=1
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et

l

9e(Ua) — qu(U,) — Az 65(Uy, Ug) = Y Me(ne((Uspr) —neUs))  (127)
k=1

ol
Am . -
Ax = 0 N UE(U(], Ud) = QQUL(V(], Vd).. (128)

Démonstration. On utilise & nouveau (122) avec ¢ = nz,, ce qui donne

l l
Alonzu) + Y e (Vi) = ne (Vi) = > Aelorsine (Vi) — oxne (Vi)

k=1 k=1
soit

l l

Alngu) + Y kL (Visa) = 12(Vi) =Y Me(ne(Uki1) — 1e(Ur))
k=1 k=1

et le résultat suit.
Autrement dit, le solveur de Riemann simple (117) est consistant avec la
forme intégrale de la condition d’entropie (124) si et seulement si le solveur

de Riemann simple (115) est consistant avec la forme intégrale de la condition
d’entropie (123).

6 Un schéma “asymptotic preserving” pour le
systeme de la dynamique des gaz avec termes
de friction et de gravité en coordonnées d’Eu-
ler.

On a construit dans la section 4 un solveur de Riemann simple pour le
systéme (37) en coordonnées de Lagrange qui conduisait & un schéma “asymp-
totic preserving”. Nous allons maintenant utiliser les résultats de la section 5
afin de construire un tel solveur pour le systeéme (35) en coordonnées d’Euler.
Si on pose

0 ou 0
U=| ou |, FU)=| o+p |, SU)=| olg—apw) |,
oe (0e +plu o(gu — ayp(u))
(129)
le systeme (35) s’écrit
9, U + 0,F(U) = S(U). (130)
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On associe alors au solveur de Riemann simple (60) en coordonnées de Lagrange
le solveur de Riemann simple en coordonnées d’Euler défini par

T
Ug, ? < )\1,

x
*
Ug, A< 7 < Az,

W(§§Ungd) = (131)
US, Ao < % < s,
Ui T>X
avec
Ug - U(V!] ) U, = U(V;)a UZ - U(VZ)a U, = U(Vd)a
T T;‘ T
V = , V; = v |, V;=1 u*
e e; ey
et

A =uy —Crg=u" = Cr1y,
Ao = u*, (132)
A3 =uqg+Crg =u*+CT].

On rappelle que u* est la solution de (cf. (95))

1
ut + oe—m<p(u*) = Uy — —

2C 2C

Par ailleurs, on déduit de (132) que 7, et 7 sont donnés par

(Ap — Am g).

* 1 *
Tg =Tg T 6(” — ug),
(133)
Tqg = Td c u Uq).
Enfin, on obtient & partir de (90) avec u = u* et Am = g, Az
€y =€yt ol {pgug —pu + 79:1(9“ —a(u ))} )
(134)
ci=eat 5 {p u” = patta + —-0a(gu” — app(u ))}
ou (cf. (89))
" =pa — %Au.
Si on introduit
0
S(Ug7 Ud) = QOa g — CYQD(’U/*) ) (135)
gu* — agp(u")
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on sait en vertu de la Proposition 10 que le solveur de Riemann simple (131)
ainsi défini vérifie
F(U,) - F(Uy) — Az S(Uy, Ug) = M (U = Uy) + Ao (U = Uj) + Aa(Uq - U7)

c’est & dire est consistant avec la forme intégrale de (130).
En vertu de la Proposition 6, le flux numérique du schéma de Godunov
correspondant est alors donné par

G(Uy, Ug) = 5 (F(U,) + F(Uy)) -

(136)
=3 {IM](Ug = Uy) + [2|(U - Up) + [Xs](Ua — U}
et le schéma numérique s’écrit donc
_ At At
ol _
Gji1 =G(U;,Ujp), Sjp =S(U;, Ujpa). (138)

On étudie maintenant le comportement asymptotique du schéma lorsque
a — 0. En effectuant le changement d’échelle (49), le schéma devient

_ As
U;=1; _ﬁE(G]’—i—% —Gj—%)‘f'ﬁ?(sj—% +85;541) (139)
1 , L .
avec u = Bv. Il convient donc d’examiner le comportement asymptotique de
BG(Uy,Ug) et ﬁg(Ug,Ud) lorsque 8 (ou a)— 4o00. On rappelle que (cf. 99)
1 1 Ap 1
ut = =0, vF = — +9)+o(=). 140
; (- )+ ol3) (140)
On note également que d’apres (132)
1 C 1
A==y, —Cry=——+0(=),
1 3 g g 04 (5)
Aoy = lv* (141)
2 6 )
1 C 1
A3 ==v4+Crqg=—+0(=).
s=guutCr=, 0

Commencons par évaluer la premiere composante de G(U,, Uy), soit

1 * * * *
5 {ogug + 0aua — |Ml(0) — 0g) — |X2l(0) — 0) — |Xs|(0a — 03)} -

On déduit de (133)

04 =0 <1+79g(u*_ug))l—@ <1+7Qg(v*_vg))l—@ +O(l)
g g C g ﬁC g 6
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et

C 6C
puis
* * -1 * 1
Q;_QQZ_QQW (”W) :_%ww(@)
et
x (v* — va) (v —va)\ (v* — va) 1
Qd—Qd:—Qde vgc Ud (1_Qd vgc vd> :_%Qd UC Ud +O(@)

de sorte que cette premiere composante s’écrit

1 1
55 {00t 2a + 00" = 1) = 0" (04 = ) + 2ul” — )} + Ol 5)

1 1
=25 {og(v™ + [v*|) + 0a(v™ — [v7])} + 0(@)
1 1
= B(Qg”i + 0av™) +O(§)

ol
v} =max(v",0) = 5(1} + [v*]), vT =min(v*,0) = 5(1} — [v*)).
Passons a la deuxieme composante de G(Ug, Uy), soit

5 {0gu2 4 pg + 0aul + pa — [Mil(Qju — ogug) — |Xa|(0f — 0f)u*—

—[\3|(0auq — oju*)} .

On a
* ok 1 * 04(V" —vg) -
Qg — gy = 70 | ¥ <1+ T) — g
- &(v* — ) (1 _ 99%) <1+ 04 (0" —Ug)>1
6 g BC BC
1 1
= 300" =) + 0(z5)
puis . .
(0q — og)u™ = B(gd — 0g)V" + 0(@)
et



= %gd(vd —v") + O(%)

Cette deuxieme composante de G(U,, U,) s’écrit donc

1/1 1,
3 @ngg +pg + @ded +pa | —

_% {%( *—wy) + %(Qd — og)[v" v + %(’Ud — ") —I—O(%)} =
c 1
= pa — %Av + O(@)

On évalue enfin la troisieme composante de G(U,, Uy)
3 {(0g€q + Pg)ug + (0aca + pa)ua — [Mil(ggey — 0geq) — [Xal(2hel — jeg)—
—[As|(0aeq — 0je3)}-
En utilisant (134), on peut écrire
0g€q — 0g€g = 04(eg — €g) + (05 — 0g)eg

1
g

1
sC
_ (%% + O(EO (50 + 372%)

A 1
% {pgvg —p vt + Txga((gv* —P(v")) — 0g(v" — Ug)ag} + O(@

~ (04 0(3)) 55 (v~ 70" + Sraullar ~ 07D

| =

)

puis
1 1 1 A
g6 = (et O e + g+ o (v~ 070 + Sraullor v |

= 048 + O(3),

| =

A
dici = (0O {ea+ i+ 5 (70" = pavs+ Ll - v )}

)

= pacq + O(

Xl =

et enfin

0deqd — o€y = oy(eq —ey) + (04 — 0))ed

—~(oa+ 0 g5 (0" = pavi+ 5 anl (o0~ 00)))
1 1,
e 0(@)> (€t 30d)

— 28 a0 = S alar” = 606 — 0a(0” — e p +0(5

7
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Cette troisieme composante de G(Uy, Ug) est donc égale a

1 1 1
N {(aq(sg + 350 + o)ty + (ealea + 35500 + paus

%k Ax * * * *
- (pgvg —pv + 7911((97} — (V")) = 0g(v" = vy)eg + [0 [(0agd — 04€g)

)

+pavg — p*v* — %Qa((gv* — (")) — oa(v* — Ud)5d> } + 0(@

1 * ok * * * * 1
=25 {2p"0" + 0ggg (v" + [v*]) + gaga(v” — |v I)}+0(@)
Lo . . 1
= B(p U+ 04640 + 0agqv” ) + O(@)
En résumé, on obtient ainsi
09V + 0qv*
C 1
GUMUD= | fpa—Gla—u) | +O(5). (142
PIUT + g€V + 0aEqVT
On a par ailleurs
0
BS(Ug, Ua) = 0a | Blg— o) | (143)
gv* — P(v*)

On déduit alors de (142) et (143) que, dans la limite @ — 400, le schéma (139)
tend formellement vers

As
0 =0~ AL {(QjUjJr% +0j+10, 1) = (0j-1v; 1 + ijj_l)} :

2

1 1
oag Pits —Pi-1) = —5 {@j,%(g — (v 1)+ 0j41(9— w(vﬁ;))} ;

As

0j€j = 0j€5 — Ax {pj+%vj+% —Pj_1v;_1+

+

+ — —
+(ojev) s + oniginvg ) = (0j-18j-10)_ s + &0, 1)+

1
2

As

T 044 (Q(Uj—% +0514) = (0(Y-y) +w(vj+é)))}

(144)
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ou (cf. section 4)

1

0+3 = 5(05 + 0j41),
B 1 pit1—p;
1 +1
Vit =@ <9 - Q;Tﬁ> ; (145)
2

1

Pity = 50+ Pit1)-

On en déduit que le couple (g;,;) est donné par

As
0 =0~ 7, {(ijﬂé + 04105, 1) = (0j—1v)_y + ijj,%)} :

o As T _
0i€i = 9% — AL {(Qjaj”ﬂ% + Qj+1€j+10j+%)—

(146)
—(j-18j-10] 1 + 0j&jV; 1) F Pyt — D105 1

As

+520y0y (o0 + 0rp) -~ W) + 0l ) |

ol g, 1,051 et pj 1 sont définis en (145). Réciproquement, il est clair que
(145),(146) entrainent (144).

Le schéma (146) étant en fait une approximation tout a fait naturelle du
systéme (54), on trouve ainsi que le schéma numérique (137) d’approximation
du systeéme (35) préserve le comportement asymptotique des solutions de (35)
lorsque o — +00.

7 L’approche méthode de relaxation.

On va montrer dans cette section comment une approche basée sur une
méthode de relaxation permet de retrouver le schéma précédent. A titre intro-
ductif, on rappelle comment fonctionne la méthode de relaxation sur le systeme
de la dynamique des gaz

7.1 Le cas du systeme de la dynamique des gaz

di(ou) + 8 (ou® +p) =0, (147)

O¢(0e) + 0z ((0e + p)u) = 0.
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On suit ici Bouchut (cf. [Bou04]). On associe au systeme (147) le systéme de

“relaxation” ©

di(ou) + 0x(ou? + ) = 0,
(148)
di(0e) + 0:((0e + m)u) =0,

Oy (om) + 0. (omu) + C?0,u =0

ot C' > 0 est une vitesse Lagrangienne des ondes 7 qui joue le role de parametre.
On rappelle le résultat suivant de vérification immédiate.

Proposition 12 Le systéme (148) est hyperbolique. Les valeurs propres de la
matrice Jacobienne associée sont données par

C C
M =u——, X2=u(double), A3=u+—. (149)
0 0

Les champs caractéristiques correspondants sont linéairement dégénérés.

Il est tres aisé de construire la solution du probleme de Riemann pour le
systeéme (148). En posant

U = (0, ou, ge, om)", (150)
cette solution est de la forme

=~ x
Ug, ?<0'1,

A~ %

€T
R Ug, o1 < ? < 092,
R(+; Uy, Ug) = N (151)
Uda o9 < ? < 03,
x

Ud, ? > 03

ou les vitesses des ondes 01, 02, 03 sont données par

c . C
ol =Ug— — =u" — —,
< *
Qg Qg

o9 = uy = uy = u’, (152)
. C C
o3 =u +— =uq+ —.
Qq 0d

o~k o~k
Pour déterminer les états intermédiaires U et U, on écrit les relations de saut
de Rankine-Hugoniot & la traversée de chaque onde, ce qui donne outre (152)

Ut =, — %Aw, (153)

6En fait, on a supprimé le terme de relaxation dans la derniére équation (148)
"Le parameétre C' est identique & celui qui a été introduit dans les sections précédentes.
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C
Ty, =My =T =T — EAU’ (154)
et
N 1
€g =€t 5(779“9 —mu’),
(155)
€q = €a C ™ Uu Tqud )-
On déduit alors de (152) et (153)
y 1 1
Ty =Tg+ %Au — WA?T,
(156)
y 1 1
Td = Td + %A'LL —+ WATF,
ce qui finit de déterminer ces états intermédiaires. On note ensuite que
* 1 *2 2
€5, =€g+ 2—02(7r -y,
(157)
1
€ =eq+ —= (1" — 73).

2C?

Ceci résulte de (155) et des relations de saut relatives & la derniére équation
(148) a la traversée des premiere et troisieme ondes

* 1 *
ut = - L ),
(158)
ug —u* = —=(mg — 7).

C

Remarque 6. On vérifie aisément que les solutions “assez régulieres” de (148)
satisfont a ’équation
2 72

0u(ole — 5a)) + 0 (el ~ 5

Par ailleurs, les relations (157) ne sont autres que les relations de saut relatives a

Ju) = 0. (159)

cette équation pour R(,; ﬁg, ﬁd) a la traversée des premiere et troisieme ondes.
Puisque la relation de saut a la traversée de la deuxieme onde est trivialement
satisfaite, on obtient que R(.; Uy, Uy) vérifie 'équation (159).

On définit ensuite le solveur de Riemann approché pour le systeme de la
dynamique des gaz (147) par

T €r —~ ~
W(?, U,,Uy) = PR(?; U,,Uy) (160)
ou P est 'opérateur de projection défini par
U = (o, ou, 0e)" = rPU (161)

tandis que IAJg et ﬁd sont obtenus & partir de U, et Uy respectivement en
posant

Tg =Pg, Td = Pd- (162)

41



Il est immédiat de voir que ce solveur de Riemann est consistant avec le systeme
de la dynamique des gaz. Bien plus, on vérifie aisément que le solveur de Rie-
mann approché construit par cette méthode de relaxation coincide avec le sol-
veur de Riemann approché obtenu a partir du solveur de Riemann pour le
systeme de la dynamique des gaz en coordonnées de Lagrange introduit a la
section 4.

Il s’agit ensuite d’étudier ses propriétés de positivité et de consistance avec
la condition d’entropie

9 (09(s)) + Oz (09(s)u) <0 (163)

ol ¢ est un fonction décroissante et convexe. A nouveau, on supposera que
léquation d’état p = p(p, ) dérive d’une équation d’état complete € = ¢(p, ).
On commence par vérifier le résultat suivant oli, de maniere générale, I(a,b)
désigne 'intervalle fermé d’extrémités a et b.

Lemme 1 On fait Uhypothése (162). Alors, si on choisit le paramétre C de
manicre que d’une part g et oy soient > 0 et que d’autre part

‘92an(@7 Sg) S 027 0 S I(Qg, 92)7
(164)

020,p(0,54) < C?, 0 € I(04,03),

on obtient
£, > a(g;,sg), ey > (05, 8d)- (165)

Démonstration. On vérifie la deuxieme inégalité (165) pour fixer les idées. On
note d’abord que

* * 1 * * p2 * p(Q*7 Sd)2
g —€(0q, 5d) = ﬁ(p(é’d, sa) — ™) 4 eq — 2—52 —e(0g, 8d) + %
* 1 Pa 1 p(QZa Sd)
+p(0g: Sa) <Qd + c? oy 2 )
En effet, le membre de droite de I’équation précédente peut encore s’écrire
1 2 9 . 1 Pd 1 m* N
ad—i-Q—OQ(W — pa) + p(0a, sa) <—+@—Q—2—§ — (04> 8d)-

Or, puisque 74 = pq, on a d’une part en vertu de la deuxiéme relation (157)

2 _pi) =eat W(Wﬁ —m) =¢h

Ed + W(ﬂ'
et on déduit d’autre part de la troisieme équation (152) et de la deuxieme
équation (158)

*

1 d 1 s 1 g 1 *
_+p_2__*__2:_+_2__*__2:07
oa C oy C oqa C o C
ce qui prouve notre assertion.
Pour montrer que €} > (0, sq), il suffit donc de vérifier I'inégalité

2 * 2
Pa ) p(og: Sa)
TG Te
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p(20, 50)°
¢(0) = (0, 80) — o2 £(00, s0) + Y

1 plo,s0) 1 ploo,s0)
+p(90,80)<g+ 2 o2

ol gy et sp sont fixés. On a ¢(gg) = 0 et

1 1 1
©'(0) = 0,e(0, 50) — @p(g, 50)0,p(0, 50) + p(00, S0) (—? + @5919(9, 80))

~ (0evs0) ~ plenss0) (25 ~ Our(onso)).

Tant que
0%9,p(0, 50) < C?,

on en déduit que ¢'(p) est du signe de p(o, so) — (0o, so) ¢’est-a-dire du signe
de ¢ — 0o puisque ¢ — p(p, s) est une fonction strictement croissante. Alors ¢
atteint son minimum en gy de sorte que (o) est > 0.

On applique ce résultat avec gy = ¢}, s0 = sq et 0 = g4. On obtient

Yo € I(04,05), 0°0,p(0,84) < C? = &5 < e(0}, 54)-

Ceci finit de prouver le lemme en ce qui concerne la deuxieme inégalité (165).
La premiere inégalité se démontre exactement de la méme fagon.

On est maintenant en mesure de démontrer la

Proposition 13 Sous les hypothéses du Lemme 1, le solveur de Riemann ap-
proché (160) est consistant avec la condition d’entropie (163).

Démonstration. En écrivant I’équation d’état complete sous la forme s =
s(o,€), il s’agit de vérifier (cf. Proposition 5) que, pour toute fonction ¢ décroissante
(et convexe), on a

0a®(8a)ud — 049(Sg)ug < o1 (Q;¢(5(Q;a 5;)) - Qg¢(sg))

+oa (eie(s(ea2a) — 050(s(e5,€7))) + 03 (ead(sa) — 0a6(s(0d,€7)))

olt s, = $(0g4:24), Sa = $(0d,€4). On commence par noter que
Qd¢(sd)ud - Qg(b(sg)ug =01 (Q;¢(Sq) - Qg¢(sg)) + o2 (Q2¢(Sd) - Q;¢(Sq))

+03 (0a9(54) — 039(54))

ceci en utilisant (152). Alors il revient au méme de vérifier que
0 < o1 (5¢(s(0y:€5)) — 050(sg)) + 02 (ad(s(07: €7)) — cad(sa)

—0,8(5(05, €5)) + 0;(sg)) + 03 (Qad(sa) — cad(s(0q,€2)))
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ou encore

0 < (01 — 02)0g(d(s(0g:€4)) — D(sg)) + (02 — 03)04(P(s(€a, €4)) — ¢(sa))-

Puisque la fonction ¢ est décroissante, il suffit donc de montrer que
s(0y.€y) > 59, s(0,€4) = 54
Or, puisque
dse(0,€) = % >0,

ceci résulte des inégalités (165).

Il reste a choisir convenablement le parametre C' pour que les conditions
d’application du Lemme 1 soient satisfaites. Comme dans [Bou04] (Proposition
2.18) et sous les hypotheses

0,(0c(0,5)) > 0 pour tout o > 0,
oc(o, 8) — +oo lorsque g — +o0, (166)
0,(0c(0,5)) < ac(p, s) pour un certain o > 1

o ¢(o,s) = 1/0,p(0, s) désigne la vitesse du son, on peut expliciter une borne
inférieure du parametre C' permettant de garantir que gy et g sont > 0 et que
les conditions sous-caractéristiques (164) ont lieu.

7.2 Le cas du systeme de la dynamique des gaz avec termes
de friction et de gravité.

Nous allons maintenant généraliser la méthode de relaxation au systeme de
la dynamique des gaz avec termes de friction et de gravité. On associe au systeme
(35) le systeme de relaxation

9 (ou) + 0z (ou® + ) = o(g — ap(u)),

(167)
di(0e) + 0z ((0e + m)u) = o(gu — ayp(u)),
9y (om) + 04 (omu) + C?0,u = 0.
Ce systeme est de la forme
8,U + 0,F(U) = S(U) (168)
ou
0 ou 0
2
~ ou ESPN ou® + o o(g — ap(u))
U= F(U) = S(U) =
e | PO esmu |+ 5= ggu—avw)
om omu + C?u 0
(169)
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On construit un solveur de Riemann approché de (167) de la forme

~ T
Ug, ?<0'1,

A~ %

X
R g 01 < ? < 09,
0,0 = ) (170)
d 02< 7 < 03,

T
Ud, ? > 03.

A nouveau, on suppose que (162) a lieu. D’autre part, les états intermédiaires
PP

U, et U, sont caractérisés par les quadruplets (g;,u*, e;,ﬂ;) et (o, u* ey, m))
8 tandis que les vitesses d’ondes sont prises égales &

C
o =u" — —,

29
o9 = u”, (171)
o3 =u" + —

94

Puisque les premiere et quatrieme équations (167) sont sans second membre,
il est naturel d’imposer pour ces équations les conditions de saut de Rankine-
Hugoniot a la traversée des différentes ondes. On obtient ainsi pour la premiere
équation (167)

(u” = E)(Q; — 0g) = Qyu" — Qqlig;
9

u*(0y — 0y) = oqu” — oyu”, (172)

C * *
(u* + =) (04 — 03) = 0aua — oju’.

94

Les premiére et troisiéme relations (172) donnent
. C C
ut - = =ug— —,

Qg Qg

. C C

U+ — =uqg+ —

Qq 0d

tandis que la seconde relation est trivialement satisfaite. En résumé, (171) et les
relations de saut de Rankine-Hugoniot relatives a I’équation de conservation de
la masse impliquent (152). On obtient ensuite pour la quatriéme équation (167)

o1(0gmg — 0g™g) = 0gmou" — 0gmgtg + C* (U = ug),
o2(0ymy — 0ym,) = oymaut — oymou®, (173)

03(04mq — 05m5) = 0amaua — Omiu* 4+ C? (ug — u*).

8 N ez . . e % *
On notera que, a la différence du cas homogene, on suppose a priori 77 # 7.
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Compte tenu de (152), les premiére et troisieme relations (173) donnent respec-
tivement

7y, =Ty — C(u" —uy) =py — C(u” —uy) (174)
et

g =7a+ Cu" —ug) = pg + C(u* — uq) (175)

tandis que la deuxieéme relation (173) est automatiquement satisfaite.

On écrit maintenant que le solveur de Riemann (170) est consistant avec la
forme intégrale du systeme (168), c’est a dire

AF — Az S = 01(U, — Uy) + 02(Uy — U,) + 03(Uy — Uy). (176)

A nouveau, il est naturel de choisir

0
5| alo-avu)
7| el —ave) | o

Notons que les premiere et quatrieme composantes de la relation de consistance
(176) sont automatiquement satisfaites car conséquences des relations de saut de
Rankine-Hugoniot. La deuxiéme composante de (176) s’écrit en tenant compte
de (162)
0au + pa — 0guy — pg — AT 04(g — ap(u®))
= o1(0yu” — ogug) + o2u*(0y — 0y) + 03(0aud — 0gu”)

soit en vertu de (152)
Pa = Pg — Ara(g — ap(u’)) = Clug + ua — 2u”)

ou
alAro, , . 1
o PU) = ua = 55 (Ap = Az 049). (178)
On retrouve 'équation (95) qui définit u*.

La troisieme composante de (176) donne

u* +

(0ded + pa)ud — (0geq + Pg)ug — A 04 (gu™ — arp(u*))

= 01(0gey — 0g¢q) + 02(0gey — 0,¢,) + 03(0aed — 04e7)

soit toujours en vertu de (152)
Apu) — Az gq(gu™ — ap(u™)) = Cley — ey +ed—ep) (179)

relation qui est identique a la troisieme relation (82) avec @ = u*.

Ainsi qu’on 'a déja constaté dans la section 4, les états IAJ; et IAJZ ne sont
pas completement déterminés a ce stade : on ne dispose que de la seule relation
(179) pour calculer e} et ejj. On note cependant que, d’apres (174) et (175), on

a
C
W: = (ﬂ—; +7T2) = Pa — EAU

N | =
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de sorte que en vertu de (89)

* ok
T, =p.

Il apparait alors logique de définir e} et e} comme dans (134). Dans ces condi-

tions, le solveur de Riemann pour le systéme (35) de la dynamique des gaz avec
termes de friction et de gravité défini par

W(%;Ug,Ud) - PR(%;ﬁg,Ud) (180)

coincide avec le solveur de Riemann obtenu a la section 6. Le schéma numérique
correspondant est donc “asymptotic preserving”. Bien plus les deux méthodes
de construction de ce schéma sont équivalentes.

Il reste a étudier les propriétés de ce solveur de Riemann : positivité et
consistance avec la condition d’entropie

9t (09(s)) + O (09(s)u) < a TS (p(u)u —P(u)) (181)

ou la fonction ¢ est décroissante et convexe. On commence par généraliser le
Lemme 1 a ce cas de systeme avec second membre.

Lemme 2 Sous les conditions d’application du Lemme 1, le solveur de Riemann
(180) vérifie

5; Z E(Q;a Sg) + QA_(?O‘Qa(@(U*)U* - 1/}(’“*))5
(182)
ey 2 (0, sa) + gEaoa(p(u”)u” —P(u”)).

Démonstration. Vérifions par exemple la deuxieme inégalité (182). On établit
d’abord la relation

€q=Ed+ ﬁ(ﬂ'dz —73) + %a&z(%ﬁ(u Ju* —p(u”)). (183)

On part de Pexpression (134) de e}

ed=ed+—{pu — paug+ 22 g, (gu* — ap(u >>}

C 2
1 A
=eq+ = qmau" — wauq + —IQa(gU* —ayp(u’)) .
C 2
On a donc
1 1 A
£g=¢€d+ 5@3 —u*?) + C {WZU* — MqUq + Tan(QU* - aw(u*))} :

On note alors que

mau® — maug = Tyut — Taug + 5(7‘1’; —m)u’.

Mais on déduit de (174) et (175) que

my, =y = —Ar = 2C(u" — ug)
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soit en utilisant (178)

Ax

1 %
* —ﬂ'd_—ATr—2C{ QCA ™+ CQa(g_o“P(u ))}

= —Az4(g9 — ap(u))

de sorte que
1 1 Az
€h=¢eq+ 5(1@ —u*?) 4 = C {ﬂ'du — Taug + TOzga(ga(u*)u* - 1/1(u*))} )

Par ailleurs, en remplagant u* par sa valeur tirée de I’équation (175) soit

1

= ug + 6(71'; — Td),
on a ) )
5(”?1 —u*?) + 5(7TZU* — TqUa) = 202( =)

ce qui prouve (183).
De maniere analogue au cas sans second membre, on remarque ensuite que
1 T4 1 T
— 4 e - _Zd . 184
c? oy C? (184)
Ceci résulte de (175) et de la troisieme relation (172).
On raisonne alors exactement comme dans la démonstration du Lemme 1.

On déduit de (184) puis de (183) que

1 % 2 (Qdasd)
ﬁ(p(gdasd) m3)? +ed — W+ o0z T

* 1 Pa 1 p(9275d) o 1 2\ __
ealeisa) (5o + B o~ ) — ot s i ) =
1 *2 2 * A.’II * * *
=¢edq+ ﬁ(ﬂ'd —Ta) = €5 — %O@a(w(u Jut —p(u”))
d’ou A
* * xz *\ ok *
eq —€(0q,54) — %O@a(w(u Ju' —p(u”)) =
1 P2 p(0), 54)

= W(p(gzvsd) —mp)? +eq— 202 (0, 54) + W‘*‘

1 pa 1 p(of sa)
aleiss) (o + Ly - L - Heion))
d

Or on a vu dans la démonstration du Lemme 1 que, pour g} > 0 et sous la
condition sous-caractéristique

0%9pp(0,54) < C?, 0 € I(04, 0});

le second membre de I’équation précédente est > 0. On en déduit

A
=i > e sa) + g aea(p(u)u” —v("))

c’est a dire précisément I’inégalité cherchée.
On peut maintenant établir le
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Théoreéme 1 Sous les hypothéses du Lemme 1, le solveur de Riemann approché
(180) est consistant avec la forme intégrale de la condition d’entropie (181).

Démonstration. En utilisant (152), on obtient

o1{0;0(s(0g.€5)) — 0g0(s9) } + 02 {05(5(07,€7)) — 050(s(05,€5)) } +

+o3{0ad(sa) — 0ad(s(eq,€3))} =

= Qauad(sa) — egtig®(sy) + C {B(sg) — &(s(ey. 7)) + ¢(sa) — d(s(eia)) } -

On note ensuite que
s =s(o,2(0,8))
de sorte que
sa = 5(0q, (03, 5a))

et

s(
= ¢/(s(03,€2))0=5(03, £3) (e (03, 5a) — €3)
I

pour un certain &7 (0%, sa),€5). Puisque

1
0:5(0,€) = >0
(09 = T
et que ¢'(s) <0, on déduit de la deuxieme inégalité (182)
k% Ax (bl 5 K\ ok *
B(50) — D325 eD) > — 00 L) (o yur — (ut)
2C T,

ou
52 = 5(92752)7 T, = T(927§2)'
De la méme fagon, on trouve que

Az ¢'(5;)

$(sg) = d(s(5,€5)) 2 570 T; (p(u*)u* —p(u*)).

On obtient donc
Qdud¢(5d) - qug¢(5g)_

AT (“ﬁ%‘ig) . “’ff”) (ol — (™)) <

2 T:;
< o1 {osd(s(0}.%)) — 0g0(s9) } +
+oo {hd(s(0f€5) — bd(s(ef.e0)} +

+o3{0ad(sa) — 0P(s(0),€5))}

ce qui prouve le résultat.

¢(sa) — d(s(eq ea)) = d(s(eq.€(eq, sa))) — #(s(eq €a)) =
5 €

(185)

Comme dans le cas homogene, il reste a expliciter une borne inférieure du pa-
rametre C permettant de garantir que les conditions d’application du Théoreme
1 sont satisfaites, en I'occurrence la positivité de 0, et oy ainsi que les conditions

sous-caractéristiques.
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8 Résultats numériques.

On présente maintenant plusieurs résultats numériques dans le cas du systeme
de la dynamique des gaz avec termes de friction et de gravité en coordonnées
d’Euler. Le terme de friction pour ces différents cas est linéaire et ne contribue
pas & la dissipation d’entropie (i.e. x =0 et a = 1 dans (36)).

Pour illustrer le bon comportement du schéma proposé dans les sections
précédentes, il sera comparé a un schéma basé sur une stratégie de splitting
d’opérateur : le premier pas correspond a I’approximation de la partie différen-
tielle premier ordre et le second correspond a 'approximation des termes source.
La méthode d’approximation pour le premier pas correspond au schéma de type
Godunov décrit précédemment dans le cas homogene. Les termes source sont
quant a eux approchés de maniere implicite. Ainsi, si U?H/ 2 correspond a
I'approximation de la solution apres ’étape de convection, on définit U?‘H par
le schéma implicite suivant :

n+l _ 7_1"‘1/2

0; 0; s ;
n+1/2
ntl _ nt1 + gAt
(Qu)i™ = o™ — oA . (186)
n+1l n+1/2 n+1 ((QUJ)? )
(@B = (@B + (a1 - o295 L),

Les cas tests présentés sont de deux natures. Les trois premiers permettent
d’évaluer 'aptitude des deux schémas numériques a maintenir ou a converger en
temps long vers un état stationnaire. Différentes données initiales et conditions
aux limites sont étudiés. Dans le quatrieme cas test, on regarde comment les
deux schémas réagissent lorsque le coefficient de friction o augmente.

Tous ces cas tests sont réalisés sur un domaine d’un metre centré en 0,
découpé en 100 mailles et le nombre de Courant est de 0.5. La loi d’état est de
type gaz parfait, avec un coefficient adiabatique valant 1.4.

8.1 Maintien d’un état stationnaire de vitesse nulle.

Dans ce cas test, on regarde la capacité des deux schémas numériques a
maintenir une solution stationnaire du modele (35), ou la gravité vaut g =
9.81 m/s? et le coefficient de friction est o = 10 s71. Une telle solution vérifie
pour tout x € [—1/2,1/2]

u(x) =0 et Ipp(x) = o(x)g.

Ici, on regarde une donnée sinusoidale en densité qui, apres discrétisation, s’écrit
pour ¢ =1,...,100

0 0

+oi

0) =2 +5in(20(i/100)), w =0 et p)=p) ,+ gQHT, (187)
ott (0,u,p)) = (2,0,10000). Les conditions aux limites sont de type Dirichlet,
avec pour donnée a gauche (g, u,p)? = (g, u, p)) et pour donnée a droite (o, u, p)" =
(0,u,p)}9; pour tout n > 0, olt (o,u,p)}y, est calculé a I'aide des relations
(187). Le temps auquel sont représentées les figures est 0.5 s et il est suffi-
samment grand pour que les solutions représentées correspondent a des états
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numériquement stationnaires, au sens ot U?H ~ U? pour tout 7. Le sigle AP
désigne le schéma asymptotic preserving et le sigle SP désigne le schéma basé
sur le splitting d’opérateur. Sur les figures 1 et 3, on ne voit quasiment aucune

ATASERA P
5 R A W L
Y B R A

-0.4 -0.2 0 0.2 0.4

6e-05

4e-05

2605 |-

-2e-05

-4e-05

-6e-05

-8e-05

-0.0001
04 0.2 0 02 04

F1G. 2 — Maintien d’'un état stationnaire de vitesse nulle : u

différence. Cependant, on peut remarquer sur la figure 2 que la vitesse de la
solution donnée par la méthode de splitting n’est pas nulle et qu’elle suit les
variations de la densité. Le schéma asymptotic preserving, quant a lui, préserve
bien la donnée initiale, ce qui était attendu vu les formules le définissant.

8.2 Convergence vers un état stationnaire de vitesse nulle.

Ce cas test permet d’étudier la convergence en temps des schémas vers une
solution stationnaire de vitesse nulle. La donnée initiale est composée de deux
états constants :

,10000) si 1 <4< 50,

0,1
0,5000) i 50 < i < 100. (188)

o ={

Dans ce cas aussi, on prend g = 9.81 m/s? et a = 10* s~1. Cette fois par contre,
les conditions aux limites modélisent une paroi et sont approchées a I’aide de la
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10020

AP’
SP A
10018

10016

10014

10012

10010

10008

10006

10004 /

10002

10000

04 0.2 0 02 04

Fia. 3 — Maintien d’un état stationnaire de vitesse nulle : p

technique de I’état miroir. Le temps auquel les solutions sont représentées est
3 s. Une fois encore, le schéma asymptotic preserving converge bien vers un état

-0.4 -0.2 0 0.2 0.4
F1G. 4 — Convergence vers un état stationnaire de vitesse nulle : g

de vitesse nulle, contrairement a la méthode de splitting. De plus, on remarque
que les profils de densité et de pression obtenus sont différents.

8.3 Convergence vers un état stationnaire de vitesse non
nulle.

Ce cas test est plus difficile que les précédents. En effet, I’état & obtenir en
temps long n’admet plus une vitesse nulle, c’est-a-dire qu’il ne se résume pas a
I'équilibre hydrostatique classique (on a toujours g = 9.81 m/s? et a = 10* s71).
Pour atteindre un tel état, on se donne la donnée au bord gauche (g, u,p); =
(5,0.1,10000). Pour calculer la donnée au bord droit, on résout 'algorithme
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0.00025

0.0002

0.00015

0.0001

5e-05

-5e-05

0.4 0.2 0 02 0.4

F1G. 5 — Convergence vers un état stationnaire de vitesse nulle : u

7415

7410

7405

7400

7395

7390

7385

7380

7375

7370

04 0.2 0 02 04

F1G. 6 — Convergence vers un état stationnaire de vitesse nulle : p
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suivant :

(gauvp)o - (Qvuap)l

Pour:=1,...,101 :
(ou); = (ou)i-1 (189)
(ou? +p)i — (ou® +p)i—1 = (0i—1 + 0i)9/2 + a(ou)i—1
In(pi/(0i)”) = In(pi-1/(0i-1)")

qui permet d’obtenir la donnée au bord droit (g, u, p), = (0, u, p)i01. La donnée
initiale est uniforme et égale & (o, u,p);. Les résultats sont tracés au temps 5 s.
On peut voir une nette différence entre les profils de densitésur la figure 7. La

5

AP ——
PSS —

45

04 0.2 0 02 04

Fi1Gg. 7 — Convergence vers un état stationnaire de vitesse non nulle : o

0504 =

0.503

0.502

0.501

0.5

0.499

0.498

0.497

0.496

0.495

F1c. 8 — Convergence vers un état stationnaire de vitesse non nulle : pu
figure 8 représente le débit pu, qui devrait étre constant. On voit nettement que

de ce point de vue, les résultats fournis par le schéma asymptotic preserving
sont meilleurs que la méthode de splitting.

8.4 Convergence vers une solution de type Darcy

Ce cas test permet de montrer que la diffusion numérique du schéma asymp-
totic preserving est indépendante de «, contrairement a la méthode de splitting.
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10000

9500

9000

8500

8000

7500

7000

6500

6000

5500

5000

04 0.2 0 02 04

F1G. 9 — Convergence vers un état stationnaire de vitesse non nulle : p

La donnée initiale est composée d’un créneau avec (p,u,p) = (2,0,26390.2)
pour x € [1/3,2/3] et (0,u,p) = (1,0,10000) ailleurs (la pression du créneau
est calculée pour obtenir une donnée initiale isentropique). Les conditions aux
limites sont périodiques et le temps final pour chacun des cas est de 0.1 s.
Pour simplifier les résultats, la gravité est supposée nulle. Lorsque « est
suffisamment grand, on s’attend & obtenir une solution vérifiant une loi de type
Darcy (55). On a représenté la vitesse et la pression pour trois valeurs de « :

P — JE———
[ —

15170 oo

0.006

15160

15150

0002 U I - 15140

15130

15120

-0.002 e o 15110

15100

-0.004

15090

0,006

15080

-0.008 15070

F1G. 10 — Convergence vers une solution de type Darcy (o = 10* s71) 1 u et p

104, 10% et 10% s~'. On voit que les deux schémas parviennent & restituer le
comportement de type Darcy, c’est-a-dire que le signe de la vitesse est opposé
a celui de la dérivée spatiale de la pression. Néanmoins, on remarque que plus
« est grand, plus la diffusion numérique de la méthode de splitting est grande,
alors que le schéma asymptotic preserving restitue des profils de plus en plus
raides. Ces résultats sont bien en accord avec ’analyse précédente.
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