UvsQ
2019-2020

Méthodes numériques et programmation avancée
Corrigé succinct du controle continu du 10 mars 2020

Exercice 1.

On considere dans cet exercice I’équation de la chaleur posée sur l'intervalle
(0,1) en espace, avec des conditions aux limites de Dirichlet homogenes. On
notera u la solution, ug la donnée initiale, T' le temps final. Le terme de
chauffage f sera négligé.

1) Rappeler I’écriture de ce probleme.

2) Soit v : R — R une fonction périodique de période 1 et €' par morceaux
sur R. On rappelle que dans ce cas, sauf aux points de discontinuité,

+oo

1
U(x) = E @(k>e2iwkz7 avec f)(k?) :/ U(I)e—%wkx dr.
0

k=—o00

Dans cette question, on considere la donnée initiale ug définie sur (0, 1) par
up(z) =1si 1/4 < x < 3/4 et up(z) = 0 sinon.

a) Calculer les coefficients de la série de Fourier de wuy.

b) Déterminer formellement les équations différentielles ordinaires vérifiées
par les coefficients de la série de Fourier de la solution du probleme.

c) Calculer alors les coefficients de la série de Fourier de la solution du
probleme.

Corrigé succinct.
1) Le probléme s’écrit
Ou—0ppu =0, Ve (0,1), Vte (0,7],
u(x=0,t) =u(lx=1,¢t) =0, Vt € [0,T],
u(z,t =0) =up(x), Vz € [0,1].
2) a) Par définition de ug et des coefficients de Fourier, on a pour la donnée
initiale
3/4
0p(0) = / ldx =1/2
1/4
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sik=0,et

34 1 . . 1 ,
@O(k) _ /1/4 e—?m‘kw dr = _zzﬂk (e—3z7rk/2_e—z7rk/2) _ _227Tk (ezﬂ'k’/2_€—z7rk:/2)
si k # 0, ou encore
X 2 1.
vo(k) = ~5i % sin(mk/2) == —— sin(mk/2).

On observe que 0y(k) = 0 si |k| = 2,4,6,8,... tandis que vy(k) = —1/(km)
si k =1,5,9,...ouk = —=3,-7,..., et 0g(k) = 1/(km) si k = 3,7,... ou
k=-1,-5,...

b) On rappelle que I’équation du probléme considéré est dyu — dpu = 0,
ce qui donne (de la méme maniere que ce qui a été fait en cours) pour les
coefficients de Fourier

%ﬁ(k, t) + 4k*7%0(k,t) = 0,
(k. 0) = to(k),

dont la solution est donnée par

Exercice 2.

On considere la donnée initiale u(z,t = 0) = ug(z) € CY(R) et ¢ une con-
stante réelle. Résoudre par la méthode des caractéristiques les équations aux
dérivées partielles

a) O + cOpu = —u?,

b) dwu + (z — 1)0,u = 0.

Corrigé succinct.
a) Les caractéristiques sont définies de maniére habituelle par

{ X'(t) = cX(t)
X(ty) = x,

dont la solution est X (t) = z. + ¢(t — t.). Le long des caractéristiques la
solution vérifie p

Su(X(1).1) = —u(X(2),1)



ou encore

d 1
—(——) =1.
dt(u(X(t),t))
En intégrant entre 0 et t,, on obtient
1 1
_ =1,

w(zs, te)  uo(X(0))

ce qui donne
1 1 _y
u(z,, t,)  uo(w, —cty)

puis
~ up(T. — cty)
1+ taug(w, —cty)

La solution est donc donnée par

w(y, ts)

gz —ct)
ule,t) = 1+ tug(z — ct)

b) Les caractéristiques sont définies de maniere habituelle par

{ X'(t)y=X(t) -1
X(t,) =

dont la solution est X (t) = (z, — 1)e'~* 4+ 1 (on résout d’abord 1'équation
homogene puis on utilise par exemple la méthode de la variation de la con-
stante). Le long des caractéristiques la solution vérifie

4,
dt

ou encore en intégrant entre 0 et ¢,

(X(£),£) =0

w(xy, t,) = ug(X(0)) = uop((z, — 1)e ™ +1).
La solution est donc donnée par
u(x,t) = ug((z — e " +1).

Exercice 3.
On considere 1’équation

Ou+0,u=0, z € 0,1, t el0,T7,
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avec une donnée initiale u(0, ) = ug(x) € C'(R) périodique de période 1, un
temps final T, et son approximation par différences finies

n+1 n n n

; — U, U; — U;

J J J j—1
+

At Az
pour tout 7 € N, 1 < j < J, JAx =1, ettout n € N, O < n < N,
NAt =T. On pose u) = ug(;), z; = (j — 1/2)Axz pour tout j.
1) a) Définir et étudier l'erreur de consistance de ce schéma. En déduire
I’ordre en temps et en espace.
b) Que remarquez-vous si At = Ax 7
2) Montrer que sous une condition CFL bien choisie, on a le résultat de
stabilité L>

u
=0

Vn=1,...N, [[u"]lw < lluolle

ol on note ||ul|o = max<j<s |u;l.
3) Définir et étudier 'erreur du schéma en norme L>. En déduire sa conver-
gence.

Corrigé succinct.
1) L’erreur de consistance du schéma est définie par

u(:l:j,t”+1) B u('rj’tn) u(mjatn) - u<xj717tn)
7 At Ax '
En utilisant des développements de Taylor et en suivant exactement la méme

méthode que celle faite en cours, on montre facilement qu’il existe une con-
stante C' = max(C1, Cy) telle que pour tout n et pour tout j

€ =

C
|ey| < §<At + Ax),

ou C > 0 et Cy > 0 représentent respectivement un majorant de la norme
infinie des dérivées seconde en temps et en espace de la solution exacte. Le
schéma est donc d’ordre 1 en temps et en espace.

2) Si At = Az, on remarque que la définition de I'erreur de consistance donne

u(w;, ") —u(x_q,t")
o Ax ’

Remarquons ensuite que la solution de ’équation est donnée par

€ =

u(z,t) = up(x —t)
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(appliquer si besoin la méthode des caractéristiques) ce qui donne d’une part
u(zy, ") = ug(z; — ") = wp(a; — " — At) = ug(z; — t" — Ax)

et d’autre part
w(xj_q,t") = up(xjo1 —t") = up(x; — Az —t") = up(z; — t" — Ax).

L’erreur de consistance est donne nulle.
2) On procede exactement comme cela a été fait en cours. La définition du
schéma s’écrit aussi

At At
' = (1 - - )uj + ——uf

J Ax Ar 7Y

Sous la condition CFL
At < Ar,

les coefficients sont positifs de sorte que

) At At
lul ) < (1 - A_x)|uj| +—

et donce
|l < || oo-

Cette inégalité étant valable pour tout j, on en déduit que
" loo < [Ju"]loo

puis par récurrence
1" [loo < [luolfoo-

3) L’erreur du schéma est définie par

ej = uj — u(xj, t"),

de sorte que les définitions du schéma et de l'erreur de consistance donnent

" At At "
ej+1 =(1- A_x)ej + N Ate?.
Sous la condition CFL
At < Ax,



on en déduit que

n At At N
’ejH’ <(1- E)‘ej‘ + E’e]’fl‘ + At|€j|7

ou encore

CAt
et < Jlel| + (At + Ac),

Cette inégalité étant valable pour tout j, on en déduit que

. L CAt
e oe < lJel| + 5 (A + Aa),

puis par récurrence

CnAt

le™lloe < [1€”]] + (At + Az),
ou encore, puisque par définition 62 = 0 pour tout j,

cT
le"loe < (At + A),

ou T représente le temps final. On en déduit donc que 'erreur tend vers 0
avec At et Ax, c’est-a-dire la convergence du schéma.



