Table des matières

I Introduction 11

II Analyse numérique des équations de Navier-Stokes à plusieurs pressions indépendantes 27

1 The Riemann problem for the multi-pressure Euler system 29 1.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30 1.2 Some basic properties of the PDE model . . . . . . . . . . . . . . . . . 32 1.3 Travelling wave solutions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35 1.3.1 Heteroclinic orbits are compressive . . . . . . . . . . . . . . . . 37 1.3.2 Reduction to an algebraic problem . . . . . . . . . . . . . . . . 39 1.3.3 Solvability of the algebraic problem . . . . . . . . . . . . . . . . 43 1.3.4 Additional properties . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46 1.4 The asymptotic regime and shock solutions . . . . . . . . . . . . . . . 50 1.4.1 Shock solutions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50 1.4.2 Contact discontinuities . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54 1.4.3 The limit first order system . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55 1.5 The Riemann problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56 1.5.1 Shock curves . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56 1.5.2 Rarefaction waves and rarefaction curves . . . . . . . . . . . . . 58 1.5.3 Existence and uniqueness . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

2 Numerical approximation of the Navier-Stokes equations with several independent specific entropies 63 2.1 The mathematical model and some basic properties . . . . . . . . . . . 64 2.2 Numerical approximation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67 2.3 Numerical experiments . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

3 Navier-Stokes equations with several independent pressure laws and explicit predictor-corrector schemes 75 3.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76 3.2 Classical averagings and stability estimates . . . . . . . . . . . . . . . 80 3.3 A new averaging procedure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85 3.4 A Relaxation model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92 3.4.1 The model and its associated relaxation energy . . . . . . . . . 93 3.4.2 The numerical method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97 3.4.3 Classical averagings in the relaxation approach . . . . . . . . . 98

3.4.4 The total energy stability estimate . . . . . . . . . . . . . . . . 101 3.4.5 The new averaging procedure in the relaxation approach . . . . 103 3.5 Numerical experiments . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

4 Euler equations with several independent pressure laws and entropy satisfying explicit projection schemes 109 4.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110 4.2 The mathematical setting . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113 4.2.1 A simplified setting . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115 4.2.2 The general setting . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117 4.3 The asymptotic regime . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119 4.4 Exact Riemann solver and the generalized jump conditions . . . . . . . 122 4.5 Approximate Riemann Solvers and the generalized jump conditions . . 128 4.6 Numerical experiments . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137

III Calcul scientifique 143

1 Méthode de Relaxation pour les équations d’Euler multi-pression 149 1.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149 1.2 Un système compagnon . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 150 1.3 Un modèle de Relaxation pour le système compagnon . . . . . . . . . 151 1.4 Entropie de Lax et premières propriétés . . . . . . . . . . . . . . . . . 156 1.5 Schéma par Relaxation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162 1.6 Application aux équations d’Euler multi-pression . . . . . . . . . . . . 170 1.6.1 Définition du schéma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 170 1.6.2 Un modèle de Relaxation équivalent . . . . . . . . . . . . . . . 173 1.7 Validation numérique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 176

2 Implicitation de la méthode de Relaxation 183 2.1 Implicitation "naturelle" de la méthode de Relaxation . . . . . . . . . 184 2.1.1 Implicitation du bloc transport des entropies . . . . . . . . . . 185 2.1.2 Implicitation du bloc hydrodynamique . . . . . . . . . . . . . . 188 2.1.3 Projection sur la variété d’équilibre et défaut de convergence . 195 2.2 Correction de l’implicitation "naturelle" . . . . . . . . . . . . . . . . . 198 2.3 Résultats numériques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 202

3 Algorithme implicite pour les équations de Navier-Stokes à plusieurs pressions indépendantes 211 3.1 Considérations algorithmiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 211 3.1.1 A propos des relations de saut généralisées . . . . . . . . . . . . 212 3.1.2 Vers une autre formulation des relations de saut généralisées . . 213 3.2 Formulation proposée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 214 3.3 Application à une formulation explicite en temps . . . . . . . . . . . . 216 3.4 Application à une formulation implicite en temps . . . . . . . . . . . . 219 3.4.1 Algorithme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 219 3.4.2 Positivité des entropies . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 221 3.4.3 Le cas polytropique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 222

Table des matières 9

3.5 Description de l’algorithme implicite complet . . . . . . . . . . . . . . 222 3.6 Expériences numériques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 223

4 Application aux modèles multi-échelle de turbulence compressible homogène isotrope 231 4.1 Quelques brèves notions de turbulence . . . . . . . . . . . . . . . . . . 231 4.1.1 Les écoulements turbulents . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 232 4.1.2 Les principales méthodes de simulation de la turbulence . . . . 232 4.2 Les modèles multi-échelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 234 4.3 Approximation numérique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 240

IV Chocs non classiques et transitions de phase 249

1 A fully discrete scheme for diffusive-dispersive conservation laws 253 1.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 254 1.2 A fully discrete scheme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 255 1.3 Numerical experiments . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 261 1.4 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 267

2 High-order entropy conservative schemes and kinetic relations for van der Waals fluids 269 2.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 270 2.2 Viscosity-capillarity model of compressible fluids . . . . . . . . . . . . 272 2.2.1 The mathematical formulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . 272 2.2.2 Hyperbolicity and decrease of the mathematical entropy . . . . 274 2.3 A class of entropy consistent schemes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 275 2.3.1 Discretization of the flux and capillarity terms . . . . . . . . . 275 2.3.2 Local entropy inequalities . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 277 2.3.3 Discretization of the viscosity terms . . . . . . . . . . . . . . . 278 2.3.4 Order of accuracy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 279 2.4 Subsonic phase boundaries and nonclassical shocks . . . . . . . . . . . 281 2.4.1 Cubic pressure law . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 282 2.4.2 van der Waals pressure-law . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 284 2.4.3 Nonclassical shock waves in the hyperbolic regime . . . . . . . 286 2.5 Kinetic functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 288 2.6 Conclusions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 290

3 Computing undercompressive waves with the random choice scheme.

I. Nonclassical shock waves 293 3.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 294 3.2 Conservation Law with Cubic Flux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 296 3.3 Hyperbolic Model of Nonlinear Elastodynamics . . . . . . . . . . . . . 308 3.4 Conclusions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 318

Bibliographie 321

10 Table des matières