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Question de cours.

Soit f : Rn → R une application deux fois différentiable. Soit u ∈ Rn.
Donner la définition de la différentielle df(u) de f en u, montrer qu’elle est
unique, et donner sa définition à l’aide du vecteur gradient noté ∇f(u).

Exercice 1.
1) Soit f la fonction définie sur R2 par

f(x, y) = x4 +
1

3
y3 − 4y − 2.

a) Déterminer les points critiques de f .
b) Parmi ces points critiques, déterminer les minima locaux de f . On expli-
quera bien le raisonnement.
c) Montrer que ces minima locaux ne sont pas globaux.
2) Mêmes questions avec la fonction définie sur R2 par

g(x, y) = 3x3 + xy2 − 2xy.

Exercice 2.
On considère les points du plan M1, M2 et M3 de coordonnées (x1, y1), (x2, y2)
et (x3, y3), et la fonction f définie sur R2 par

f(a, b) =
3∑

i=1

(yi − axi − b)2.

On supposera de plus que les xi ne sont pas tous égaux.
1) Montrer que f n’admet qu’un seul point critique (ã, b̃) (i.e. annulant le
vecteur gradient).
2) Exprimer b̃ en fonction de ã.
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3) Montrer que f est strictement convexe.
4) En déduire que f admet un unique minimum global sur R2.
5) Que fait-t-on concrètement dans cet exercice en cherchant à trouver a et
b qui minimisent la fonction f ?
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