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Exercice 1.

On considere 1'équation différentielle :
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(E) y'(6)=(1+e7) (y(0)? - 1).

1. Déterminer toutes les solutions constantes de 1’équation (E) et préciser les variations des solutions dans chaque région
du plan.

2. Justifier que pour tout yo € R, ’équation (E) admet une et une seule solution maximale (1, y) vérifiant y(0) = yo.
3. Dans cette question on suppose que y(0) = 0.

3.a. Montrer que la solution maximale (1, y) est globale, c’est a dire que y est définie sur I = R.

3.b. Justifier que y admet une limite quand ¢t — +o0, puis déterminer cette limite.

4. Dans cette question on suppose que y(0) = 2.

4.a. Montrer que ] — 00,0] C I.

4.b. Justifier que y admet une limite quand ¢ — —oo, puis déterminer cette limite.

4.c. Justifier que y(t) > 2 pour ¢t € I N[0, +o0l.

4.d. Montrer que y(t)> —1 > %y(t)2 pour ¢t € I N[0, +o0], puis en déduire que
/ 3 2
y(t) > Zy(t) pour t € IN[0,+ool
4.e. Montrer que y explose en temps fini, c’est a dire que I =] — 00, Tmax| avec 0 < Thax < +00.

Exercice 2.

On considere la courbe paramétrée définie par
x(t) = cos(t)?
y(t) = sin(t)?,

Déterminer la longueur de cette courbe, le repére de Frenet, le rayon de courbure et le centre du cercle osculateur en
chaque point.
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1. Solutions

1. Les solutions constantes sont celles qui annulent le
membre droit, ¢’est-a-dire y = +1. Si une solution atteint
une valeur dans I'un des intervalles | — co, —1], | — 1,1]
ou |1, 00| toutes ses valeurs sont contenues dans cet in-
tervalle car la trajectoire de la solution ne peut pas couper
les trajectoires des solutions constantes (voir question sui-
vante).

Le terme 1 4+ e™" étant strictement positif, on a les varia-
tions suivantes : Les solutions a valeurs dans | — 1, 1] sont
strictement décroissantes ; celles a valeurs dans | —oo, —1],
ou ]1, co[ sont strictement croissantes.

_¢2

2. Le membre droit de 1’équation (E) est continue en
(t,y) et est continiment différentiable par rapporta y. On
peut donc appliquer le théoreme de Cauchy-Lipschitz.

3. 3.a. D’apreés un théoréeme du cours la norme du
couple (¢, y(t)) explose lorsque ¢ tend vers une borne de
lI'intervalle I. Or a la premiére question on a déja vu que y
est bornée (car y(t) €] — 1, 1] pour tout ¢ € I). Par consé-
quent les bornes de I sont infinies.

3.b. La solution y est décroissante et minorée par —1. Il
existe doncla limite £ = lim;—, o y(¢) etonay(t) > £ > —1
pour tout ¢ € R. Supposons par 'absurde que ¢ < —1.
Alors

lim y'(t) = tllm (1 + eftz) (y(t)2 - 1) =0 —-1>0.

t—o0

Ainsi pour ¢ = (£ —1)/2 > Oil existe to € R tel que pour
toutt >toonay'(t) >e.Ona

Vi>to: y(t) =y(to) +/ y'(s)ds > y(to) +e(t —to),

to

Avec r(t) = (:’jg;: ) ona

—3 cos(t)?sin(t) — cos(t)

()= ( 3sin(t)? cos(t) ) = 3cos(t) sin(t) ( sin(t) ) :

L’abscisse curviligne s vérifie

5(t) = |7 (t)|| = 3|cos(¢) sin(t)| = 3 cos(¢) sin(t),
(comme t € [%, %} plus de valeurs absolues). Donc la
longueur de la courbe est

L= [(? [|7(t)||dt = 3/”g cos(t) sin(¢)dt
3. a2 3
=3 [sm(t) } T

Les vecteurs T et N du repére de Frenet sont :

7(t) (— cos(t)) (sin(t))
T="" = - .
l7(®)]] sin(t) /)’ N cos(t)
Pour obtenir la courbure v par la relation % = vN on
calcule

dT _ dtdT _ 1 (sin(t))
ds ~ ds dt  3cos(t)sin(t) \cos(t)/) "
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ce qui contredit le fait que y est bornée. Conclusion :
{=-1.

4. 4.a. Comme y est croissante on a 1 < y(t) < 2 pour
tout ¢t € IN] — oo, 0]. Par le méme raisonnement qu’au 3.a
on déduit que la borne gauche de l'intervalle I est —oo.
Puisque I contient également le temps initial ¢ = 0 on
déduit que | — c0,0] C 1.

4.b. Comme dans le point 3.b on montre que
lims— — oo y(t) = 1.

4.c. On sait que y(0) = 2 et que y est croissante.

4.d. Soitt € IN[0, +oo[.Onay(t)® > 4,donc 4y(t)*>—4 >

3y(t)” et finalement y*(t) — 1 > 2y?(t). En conséquence,

v = (147 (40 = 1) 20 1> Sy(0)*

4.e. L'idée est de comparer y a la solution maximale du
probleme de Cauchy 2'(t) = 32(t)?, y(0) = 2, qui est

1

2
t] = [ —R, t+— .
z:] =00, 5] , 75
Montrons que pour ¢ positif la courbe de y se situe au-
dessus de celle de z; cela impliquera que y explose en
temps fini, car il en est de méme pour z. Pour tout ¢t €
INRyona

Donc v = —1/(3 cos(t) sin(t)) et le rayon de courbure est

R= % Le centre du cercle osculateur est donné par

cos(t)? sin(t)

)(1+ QSin(t)2)> .

w0

(
_ (cos(t
sin(£)(1 + 2 cos(t)?)

REMARQUE — On peut déterminer la courbure par la for-
mule directe (ce qui est plus long ici) :

5(t)°
_ 9 — cos(t)?sin(t) cos(t)(3sin(t)? — 1)
(3cos(t)sin(t))3 | sin(t)®cos(t) sin(t)(3cos(t)® — 1)
_ 1 —cos(t) cos(t)(3sin(t)? — 1)'
3(cos(t)sin(t))? | sin(t) sin(t)(3cos(t)® — 1)
B 1 —1 3sin(t)> —1| 1
~ 3cos(t)sin(t) | 1 3cos(t)®> —1| ~  3cos(t)sin(t)’
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