Aspects différentiels — Contréle n° 1

1. Solutions

Le systeme (S) s’écrit (3) = A(5) + b avec la matrice

A= (12)etlesecond membreb= (7).

1. Un solution constante X, vérifie 0 = AX. + b, d’ol
I'équilibre

w3 (3D ()- ()

2. L'espace de solutions du systeme différentiel homo-
géne (7) = A (%) est de dimension deux. La matrice A a
le polynéme caractéristique

1-X)2-X)—6=X>-3X —4=(X+1)(X —4).

Donc A est diagonalisable de valeurs propres —1 et 4 avec
vecteurs propres respectifs (_11) et (2). Ainsi les fonc-

tions ¢ — e~ ' (!, ) ett — e (%) forment une base de de
I'espace de solutions du systeme homogene.

Les solutions du systéme inhomogene s’obtiennent en
ajoutant les solutions du systéeme homogene a une solu-
tion arbitraire — par exemple a la solution d’équilibre :

t— (_75}/22> +ae™? (jl> + Be4t (;) , a,BeER.

3. On cherche a et 3 tels que

() e (1) e () - )

On trouve

()= 50502 () -

Donc la solution vérifiant le condition initiale est

. (—5/2 + 27" 4 3/2e*
T/4 —2e7" + 9/4e*

(s

4. Non. La solution générale ci-dessus tend vers l'infini
lorsque t — co et § # 0.

5. Le point d’équilibre est un point selle (ou col). Les
trajectoires ont comme asymptote la droite X. + R ( 4 )
quand lorsque t — —oco et X, + R(2) quand ¢ — oo.
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6. Le systtme homogene associé est le méme que précé-
demment, dont on connait déja un systeme fondamental :

et 2et
F(t) = <7e—t 34t ) -

Le second membre est maintenant r(t) = ( <% ) Ainsi

—e”

une solution particuliere est de la forme

(Cela se vérifie facilement en remplagant.) On calcule
donc

(m(t)) _ ( et 2€4t) tl 3e® —2¢° —e’ q
y(t)) = _et 3ot , B 45 o—4s _em2s) QS
_1 ( et 264t) b (—3e% 427 d
=5 \—et 3t ; _em3s _ ,=6s S
_ et 2et —%67& —t+

—e ! 3et —2e7t + %e_“

_ (—%e_m +3e* —(1+ t)et>

1_126—2t+%e2t 7(% +2t)et

+ i

Donc les solutions sont les fonctions de la forme

3ae’ + Be* — 1e7 — (1+t)e

t— .

(Qaet + Be?t + %6721& _ (% +2t)et> , o,BeER
On peut également y arriver par la méthode de variation
des constantes.

7. Premiere méthode : Parmi tous les systémes fondamen-
taux, e* est caractérisé par sa normalisation: ent = 0l
vaut la matrice identité. I coincide donc avec le systeme
fondamental

_ 3¢t 2 (3 1) !
roro = (555 (3 )
. <3et —2¢?t  —3et 4 3e?
T\ 2t — 2% —2¢et 4 362

Deuxieme méthode : La matrice de passage P = (3 1) dia-
gonalise A: P~'AP =D = (}9). Par conséquent,

tA ptbp—1 tD —1
e’ =e = Pe " P

(3 1) (e 0) (3 1)
“\21/\o0e?)\21

. <3et €2t> ( 1 —1) [ 3e' —2¢e*
T \2t e/ \—2 3 /) 7 \ 2 — 2%

8. Avec la formule X (t) = e'*(vecteur initial — X.) + X
on retrouve

oA (T 8\  [—18e" +11e* +8
Xt)=e (4) + (3) - <712et +11e2 +3) -

—3et 4 3%
—2e! + 3e%
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